■Teubners  SarnTnIung  von  Lehrbüchern 
auf 'dem  Gebiete  der  Mathem.  Wissen- 
Schäften^ init  EinschluTs  ihrer  Anwendungen. 

Im   Teubiierscheii-  Yerlage  Verseil  eint   imW;  obigem.  Titel  ^.m 
,  loser  Folget' einV'längere/Eeüie/'y^on-.ZTLSa  über'  die 

.-^^chngstenfvÄ-bsclmitte  ^der  Matbematischeii  WisseiLScbaiten  mit  EinschluTs 
ihrer  Aiiwemdungen/ /-":•_;;,  :-.;^C^v.;"rj, :':,-.,  --.  t  ;' "^ii/K^V---'  -'--J^-  ■->,^-  '^--  ^,-■•   .C-^^  ■■■ 

Die  aiier^^imendeBeiirteilung;*' welche  der  Plan,  sowie  die -.bis  jetzt 
erstihieneneiju-^Anisätze    der  -  EncyMopädie    der  ;  Mathematischen.  :^. Wissen- 
schaften -gefundene  haben,  die.  .allseitige  Zostinimiingj"  welche  deirvon-  der 
Dentschen:^  Mathematiker -Yereinigung  '  veranlaTsten :..  i^ 
eHigehenden^'Eefüraten  über.  J  einzelne  Abschnitte-  ^der-  Mathematik  ;zii-^'  teil 
ge wo rden-;.isty4be weisen,  wie  sehr>5gerade  jetzt, \wo'  man  die  Eesultate  der. 
.  wissenschafÜicheh  "Arbeit .  eines '^Jahrhunderts  'zii;:  üb  erblicken  .Jbemüht.  ist, , 
sich  das  /Bedüifois  nach  znsajinhenfassenden  Darstellungen  geltendr- 'macht,  " 
durch  welche?  .die :  manni^achen.t|Einzeiforschunp:en '  auf  den  -  verschiedenen 
Gebieten.f^inathematischen;  Wissens  ..  imter  _  einheitlichen    Gesichtspunkten ' 
rinet--  uhdi^'einem  •  weiteren  [Ejreise  zugänglich  .'gemacht  werden. '  ••  ;  •   • 

J>ie-  -  erwähnten  Aufsätz6,^.deirEncjklopädie  "ebenso  wie  -  die  Eeferate 
in    den  .'  Jahresberichten    der  "  Deutschen  ;:Mathematiker-Yereinigung ;;  be- 
absichtigeii.9;in;5^diesem   Siiine:^-ih-!knapper,    fiir^'eiaeT  .rasche-  Orientierung ; 
bestiriimi:er-.:Porni;\den 'gegenwärtigen  Inhalt  einer  Disciplin  an  gesicherten 
,EesiiItaten''zu| geben,,, wie   auc% "durch  sorgfältige-  Litteratufangaben-  die 
,historischeL-En%ickelung  der^Methoden  darzulegen.? "Darüber  hinaus  'aber 
niurs  . auf  "eine^'-eihgehende',:  mit'  Beweisen'  versehene  Darstellung,   me.  sie  . 
zum  selbständigen,:' :von  umfangreichen  Quellenstudien  unabhängigen  'Ein-  ; 
dringen  in ^die-: Disciplin  ' erforderliclL -ist, .  auch  bei  den  breiter' angelegten  "^ 
Beferate^:  Deutschen    Mathematiker -Yereioigung,  '  in  welcher  ;: haupt- 

sSchlieh.  ..^^^ ^.slorische  ^und.'^ teilweise   auch    das. 'kritische   Element"  zur - 
.Geltung  kpmiijbj^yerzichtet,  werden..'^  Eine  solche  ausführliche ; Darlegung,  - 
die  :sich_^ineh'^-':     '  ;m  Charakter J  eines    auf  geschichtlichen  .und"  littera-.- 
üschen  ,-  Stuü  .rundeten  ^Lehrbuches  "  bewegt  f.  und   neben  ,  den  .  rein 

wissenschaftlichen  ;  auch  pädagogische-  Interessen^ . berücksichtigt ,"' erscheint 
übfr  '  bei'.  ^Tf^r-1  raschen    Entwickelüng'.'und    deni^;  Umfang"  des  /zu "feinem 
iu  Monographien  ."niedergelegten"'  Stoffes  durchaus  -wichtig, 
zuirrajL,.  ;  'eiche-z.  B/  mit >Frankr eich, ^b'ei^insm'D  die 

niathema .  l  .itteratur    an.;  pXiehrbüchem  ^  über  "^  spezielle  '•  Gebiete  "  der 

mathematisch ea  -Forschung  nicht'  allzu  'reich! ':.isT. 
'  .      Die'*Yf^rbLrsbuchhandlanir"'B."  G.   Teubner  ___       _._    _____l_ 

i'ht  zahlr'  iker'imd  Astrononaen. 


Geodäten   und   Techniker,    sowohl   des   In-   als   des   Ausland^    , 
Forschungsgebieten   derartige   Arbeiten   erwünscht   sind,    zur  Mitarbeiter-        ! 
schaffe  an  dem  Unternehmen  entschliefsen  möchten.    Besonders  nahe  liegt     "^ 
die  Beteiligung  den  Herren  Mitarbeitern  an  der  Encyklopädie  der  Mathe-        | 
matischen  Wissenschaften.     Die  umfangreichen  litterarischen  und  speziell        j 
fachlichen    Studien,    welche    für    die    Bearbeitung    von    Abschnitten    der        j 
Encyklopädie   vorzunehmen   waren,    konnten   in   dem   notwendig   eng  be- 
grenzten Rahmen  nicht  vollständig  niedergelegt  werden.     Hier  aber,   bei 
den  Werken  der  gegenwärtigen  Sammlung,   ist   die  M(^lichkeit   gegeben, 
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des    einzelnen    Bearbeiters    in    höherem    Mafse    zur    Geltung    zu    bringen.        j 
Doch   ist,   wie   gesagt,  jede  Arbeit,   die   sich   dem  Plane   der  Sammlung        | 
PI  n  fügen  läfst,  im  gleichen  Mafse  willkommen.  ■ 
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F.  Enriques,  Prinzipien  der  Geometrie. 
Ph.  Furtwängler,  die  Mechanik  der  einfachsten  physikalischen  Apparate 
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Vorrede. 


Arithmetik  hat  hier  die  nämliche  Bedeutung  wie  früher  „all- 
gemeine" Arithmetik  (Arithmetica  universalis  oder  speciosa);  es  ist 
also  damit  die  Lehre  vom  Rechnen  mit  den  durch  Buchstaben  (species) 
dargestellten  reellen  und  gemeinen  complexen  Zahlen  gemeint.  Das 
Beiwort  „universalis"  hat  indess  in  der  letzten  Zeit  einen  anderen 
Sinn  angenommen,  indem  Sylvester  u.  A.  unter  „universal"  Algebra 
die  Lehre  von  den  Grössen  und  Zahlen  im  weitesten  Sinne  dieser 
Worte  verstehen.  Dem  gegenüber  ist  die  ehemalige  „allgemeine" 
Arithmetik  zur  „gewöhnlichen"  oder  „gebräuchlichen"  geworden. 

Wir  wollen  aber  die  reellen  und  gemeinen  complexen  Zahlen 
nicht  bloss  für  sich,  sondern  als  Unterarten  allgemeinerer  Begriffe, 
der  Grösse  und  des  complexen  Zahlensystemes  aus  beliebig  vielen 
Einheiten,  betrachten.  Demnach  werden  auch  diese  Gegenstände  die 
Untersuchung  bilden  und  zwar  soll  dieselbe  bis  dahin  geführt  werden, 
wo  die  Zahlenarten  der  gewöhnlichen  Arithmetik  sich  von  ihnen  ab- 
zweigen. 

Auf  eine  Einleitung  über  den  Grössenbegriff  folgt  zunächst  die 
Lehre  von  den  natürlichen,  hierauf  die  Lehre  von  den  rationalen 
Zahlen.  Die  letztere  wird  sowohl  nach  dem  analytischen,  als  auch 
nach  dem  synthetischen  Verfahren  dargelegt.  Besondere  Aufmerksam- 
keit haben  wir  hier,  wie  auch  später,  der  bisher  etwas  vernachlässigten 
Theorie  des  Rechnens  mit  den  Decimalzahlen  geschenkt. 

Die  Arithmetik  ist  erst  eine  selbständige  Wissenschaft  geworden, 
seitdem  es  gelungen  ist,  die  Lehre  von  den  irrationalen  Zahlen  ohne 
den  Beistand  der  Geometrie  zu  entwickeln.  Wir  haben  sie  im  YIL  Ab- 
schnitte nach  G.  Cantor  und  Ch.  Meray  dargestellt,  weil  das  von 
diesen  Gelehrten  ersonnene  Verfahren  die  vollständige  Durchführung 
derselben  am  leichtesten  gestattet.  Dabei  wird  dann  auch  gezeigt, 
dass  die  Verhältnisse  der  geraden  Strecken  den  Cantor'schen  reellen 
Zahlen  gleichgesetzt  werden  dürfen. 

An  den  Abschnitt  über  die  irrationalen  Zahlen  schliesst  sich 
einerseits   die  Lehre  von   den  reellen  Potenzen,   Wurzeln  und  Loga- 
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rithmen  als  die  am  nächsten  liegende  Anwendung  dieser  Zahlen, 
andererseits  die  Lehre  von  den  unendlichen  Reihen  mit  reellen  Gliedern. 
Pflegen  wir  ja  eine  irrationale  Zahl  als  Summe  von  unendlich  vielen 
rationalen  Zahlen  anzusehen. 

Das  System  der  reellen  Zahlen  wird  durch  Hinzufügung  neuer 
Zahlen  zu  dem  der  gemeinen  complexen  Zahlen  erweitert.  Damit  ist 
die  gewöhnliche  Arithmetik  abgeschlossen;  denn  unter  den  Systemen 
von  complexen  Zahlen  aus  mehr  als  zwei  Einheiten  befindet  sich  kein 
einziges,  wofür  die  nämlichen  Rechnungsregeln  wie  für  die  gemeinen 
complexen  Zahlen  ohne  Ausnahme  gelten.  Beim  Beweise  dieser  Be- 
hauptung gelangen  wir  zum  Satze,  dass  selbst  wenn  wir  von  diesen 
Regeln  die  Commutativität  des  Products  aufgeben,  doch  nur  ein 
Zahlensystem  möglich  ist:  die  Quaternionen. 

Die  gemeinen  complexen  Zahlen  lassen  sich  geometrisch  durch 
die  Yectoren  in  der  Ebene  darstellen  und  es  entsprechen  den  vier 
Rechnungsarten  mit  denselben  gewisse  planimetrische  Constructionen. 
Die  trigonometrische  Form  ihrer  Ergebnisse  ist  wiederum  für  die 
Arithmetik  von  Wichtigkeit,  indem  man  mit  Hilfe  derselben  leicht 
die  w*^"^  Wurzeln  aus  einer  gemeinen  complexen  Zahl  ermitteln  kann. 

Nunmehr  erhebt  sich  von  selbst  die  Frage  nach  der  Erklärung 
der  Potenz  für  complexe  Werthe  der  Basis  und  des  Exponenten.  Wir 
knüpfen  sie  nach  einem  von  Cauchy  angedeuteten  und  von  Schlö- 
milch  wirklich  durchgeführten  Verfahren  unmittelbar  an  die  Lehre 
von  der  absoluten  Potenz  an.  —  Den  Schluss  des  Werkes  bilden  die 
grundlegenden  Sätze  über  die  unendlichen  Reihen  mit  complexen 
Grliedem. 

Das  von  den  soeben  erwähnten  Gegenständen  gebildete  Gebiet 
lässt  sich  dadurch  kennzeichnen,  dass  zur  Behandlung  derselben  der 
Begriff  der  stetigen  Function  nicht  erforderlich  ist.  Freilich  muss 
dann  auf  eine  nach  allen  Seiten  erschöpfende  Entwickelung  des  Be- 
griffs der  complexen  Potenz  verzichtet  werden. 

Der  Inhalt  des  Werkes  deckt  sich  zum  grössten  Theile  mit  dem 
der  Abschnitte  I— VHI,  X  Nr.  1—12,  XI  Nr.  2—6  des  ersten  und  der 
Abschnitte  I,  II,  V  Nr.  1 — 5  des  zweiten  Theiles  der  „Vorlesungen 
über  allgemeine  Arithmetik"  von  0.  Stolz.  Diese  Abschnitte  er- 
scheinen hier  in  einer  neuen  Bearbeitung.  Insbesondere  sind  am 
IL — V.  des  ersten  und  am  I.  des  zweiten  Theiles  bedeutende  Aende- 
rungen  vorgenommen  worden.  Im  letztgenannten  Abschnitte,  welchem 
der  X.  des  vorliegenden  Werkes  entspricht,  wurden  die  Untersuchungen 
von  Weierstrass  und  Dedekind  über  die  complexen  Zahlen  mit 
n  Einheiten  durch  den  oben  angezogenen  Satz  von  Frobenius  über 
die  Quaternionen  ersetzt.  Neu  hinzugekommen  ist  der  XII.  Abschnitt 
nebst  dem  darauf  sich  beziehenden  Theile  des  VIII.  Nr.  12 — 19  des 
X.  und  der  XII.  Abschnitt  sind  von  Gm  ein  er  ausgearbeitet.    Sämmt- 
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liehe  Abschnitte  mit  Ausnahme  des  I.  und  Y.  sind  mit  einschlägigen 
Uebungen  versehen,  welche  manchmal  zur  Fortführung  der  vorher- 
gehenden Lehren  dienen  können. 

Wir  beabsichtigen  auch  die  in  diesem  Buche  nicht  berücksichtigten 
Abschnitte  der  „Vorlesungen  über  allgemeine  Arithmetik"  in  neuer 
Auflage  als  ein  eigenes  Werk  unter  dem  Titel:  „Einleitung  in  die 
Functionentheorie  nach  Weierstrass"  herauszugeben. 

Will  der  Leser  bloss  einen  systematischen  Aufbau  der  Arithmetik 
kennen  lernen,  so  kann  er  den  5.  und  6.  und,  falls  er  der  ebenen 
Trigonometrie  mächtig  ist,  auch  den  IL  Abschnitt  übergehen.  Der 
5.  Abschnitt  erörtert  nämlich  im  Rahmen  einer  allgemeineren  Unter- 
suchung die  Eigenschaften  des  Systemes  der  geraden  Strecken  und 
der  IL  beschäftigt  sich  mit  dem  Rechnen  mit  den  Vectoren  in  der 
Ebene,  wobei  die  Grundformeln  der  Trigonometrie  sich  ergeben. 
Während  diese  beiden  Abschnitte  eigentlich  in  die  moderne  Geometrie 
einschlagen,  behandelt  der  6.  einen  Gegenstand  der  alten  Geometrie, 
die  Euclid'sche  Verhältnisslehre.  Diese  Lehre,  obwohl  an  sich  heut- 
zutage entbehrlich,  verdient  als  das  klassische  Muster  der  Grössen- 
bildung,  von  deren  Grundsätzen  auch  wir  uns  leiten  lassen,  einen 
Platz  in  unserm  Werke. 

Innsbruck  und  Prag,  im  Juni  1902. 

Stolz.      Gmeiner. 
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V.  Abschnitt. 

Stetige  Systeme  einer  Dimension  von  absoluten  und  von 
relativen  Grössen. 

1.  Absolute  Grössen  im  engeren  und  weiteren  Sinne.  —  Der 
Hauptzweck  dieses  Abschnittes  ist,  die  Stetigkeit  eines  Grrössen- 
systems  von  einer  Dimension  ohne  Benutzung  der  irrationalen  Zahlen 
zu  erklären.  Dabei  unterscheiden  wir  die  absoluten  und  relativen 
Grössen. 

Wir  sind  gewohnt,  die  gleichartigen  unter  den  Grössen  der  alten 
Geometrie,  die  Strecken  der  geraden  Linie,  die  Winkel,  die  Flächen, 
die  Körper  als  stetige  absolute  Grössen  zu  bezeichnen.  Den  Grössen 
einer  jeden  von  diesen  Arten  werden  zunächst  die  nachstehenden 
Eigenschaften  beigelegt. 

Es  mögen  die  grossen  lateinischen  Buchstaben  Ä,  B^  C  •  •  • 
irgendwie  erklärte  gleichartige  Grössen  bedeuten.  Dieselben  sollen 
den  folgenden  Forderungen  und  zwar  nach  einander  in  der  ange- 
gebenen Ordnung  unterworfen  werden. 

I.)  Je  zwei  derselben  können  entweder  als  gleich  oder  ungleich 
und  im  letzteren  Falle  kann  die  eine  als  die  grössere,  die  andere  als 
die  kleinere  bezeichnet  werden.     Eine  kleinste  Grösse  giebt  es  nicht. 

IL)  Die  Grössen  lassen  sich  genau  so  addiren  (und  vervielfachen) 
wie  die  natürlichen  Zahlen,  insbesondere  ist  die  Summe  je  zweier 
eine  Grösse  des  Systemes. 

III.)  FaUs  A^  B,  so  existirt  im  Systeme  eine  Grösse  X,  so 
dass  B  -\-  X  =  A  ist. 

IV.)  Jede  Grösse  A  ist  unbeschränkt  in  gleiche  und  mit  ihr 
gleichartige  Theile  zerlegbar  d.  h.  es  giebt  im  Systeme  eine  Grösse  X,  so 
dass  nX.  =  A,  worin  n  jede  natürliche  Zahl  grösser  als  1  bedeuten  kann. 

V.)  Ist  A^  B,  so  giebt  es  ein  Vielfaches  von  jB,  das  grösser 
ist  als  ^  d.  i.  eine  solche  natürliche  Zahl  p,  dass  pB^  A  ist. 

Hierbei  ist  zunächst  zu  bemerken,  dass  die  fünfte  Eigen- 
schaft nicht  aus  den  übrigen  hervorgeht,  denn  es  giebt  Grössen 
z.  B.  die  positiven  complexen  Zahlen  (vgl.  X.  4)  oder  die  von 
P.  du  Bois-Reymond  eingeführten  „Unendlich  der  Functionen", 
welche  die  Forderungen  I.) — IV.)  erfüllen,  V.)  aber  nicht.  Die  Postu- 
late  I.) — IV.)  sind  ebenfalls  formal  von  einander  unabhängig. 
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Grössen,  welche  den  Eigenschaften  I.) — IV.)  genügen,  sollen 
absolute  heissen  und  zwar,  wenn  hierzu  noch  die  fünfte  tritt, 
eigentliche  oder  a.  Gr.  im  engeren  Sinne;  sonst  uneigent- 
liehe  oder  solche  im  weiteren  Sinne. ^) 

Gestützt  auf  die  Untersuchungen  des  1.  und  3.  Abschnittes 
können  wir  die  nothwendigen  und  hinreichenden  Bedingungen 
angeben,  welchen  die  Grössen  eines  Systemes  Ä,  Bj  C  •  -  ■  zu.  ent- 
sprechen haben,  um  als  absolute  Grössen  im  engeren  Sinne  zu 
gelten.  Nach  Aufstellung  der  in  I.)  geforderten  Definitionen  ist 
nachzuweisen,  dass 

1)  aus  Ä  =  B    B  =  Ä'^ 

2)  aus  Ä^  B    B  <^  A  folgt  und  umgekehrt; 

3)  die  aufgestellte  Disjunction  „gleich,  grösser,  kleiner"  voll- 
ständig ist; 

4)  aus  Ä  =  B,  B  =  C  sich  ergiebt  Ä  =  C  [Euclid's  1.  allge- 
meiner Grundsatz  [xoivr^  swoicc)]'^ 

b)  SLUs  Ä  =  B,  B>C  folgt  Ä>C', 

6)  aus  A>B,  B>C  folgt  Ä  >  C. 

7)  Es  giebt  neben  jeder  Grösse  eine  kleinere;  also  giebt  es  keine 
kleinste  Grösse.  —  Die  Anzahl  der  Grössen  unseres  Systems  ist  mit- 
hin unendlich.  Ungleiche  Grössen  desselben  in  endlicher  Anzahl 
heissen  discrete  Grössen.^) 

Nunmehr  ist  je  zweien  Grössen  Ä,  B  eine  dritte  Grösse  des 
Systemes  als  ihre  Summe  zuzuordnen.  Dabei  müssen  erfüllt  sein 
die  Sätze: 

8)  Wenn  Ä==Ä',  B  =  B\  so  ist  Ä-\-B=A-\-B'  (Euclid's 
2.  Grundsatz); 

9)  (A  +  B)  +  C=A  +  {B+Cy, 

10)  A  +  B  =  B  +  A', 

11)  A  +  B>A  (Euclid's  8.  Grundsatz); 

12)  Wenn  A  >  A'  B  =  B'  ist,  so  ist  A  +  B  >  A-{^  B' 
(Euclid's  4.  Grundsatz); 

13) — 15)  Die  obigen  Forderungen  III.) — V.),  deren  letzte  von 
Archimedes  als  Annahme  (Aiju/A«  Xa^ßccv6(.i£vov)  angeführt^)  und 
welche  daher  im  Folgenden  als  „Axiom  des  A."  bezeichnet  wird. 


1)  Im  Folgenden  sind  unter  „absoluten  Grrössen"  schlechtweg  stets  die 
ersteren  zu  verstehen. 

2)  Manchmal  heisst  auch  ein  System  von  unbegrenzt  vielen  (irössen, 
welches  den  Inhalt  Null  hat,  discret.  Vgl.  0.  Stolz,  Grundzüge  der  DiflF.-  u. 
Integr. -Rechnung.  III.  S.  264. 

3)  Vgl.  Archimedes  de  sphaera  et  cylindro  I.  postul.  5  und  die  Vor- 
rede zur  Schrift  de  quadratura  parabolae.  Am  letzteren  Orte  sagt  A.,  dass 
bereits  frühere  Geometer  ein  ähnliches  Axiom  angenommen  hätten.  Euclid 
gebraucht  den  Satz  V.)  beim   Beweise   des   8.  Satzes  des  V.    und   des  1.  Satzes 
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Die  vorstellenden  Forderungen  1) — 15)  erscheinen  in  der  durch 
die  Logik  verlangten  Anordnung,  d.  h.  will  man  zeigen,  dass  irgend 
wie  erklärte  Dinge  zu  den  eigentlichen  absoluten  Grössen  gehören, 
so  hat  man  zuerst  die  Vergleichung  unter  ihnen  durchzuführen,  hierauf 
für  sie  eine  den  Forderungen  8) — 12)  genügende  Addition  aufzustellen, 
worauf  man  erst  zur  Subtraction  und  Theilung  dieser  Grössen  übergeht. 

Bei  dieser  Anordnung  der  Postulate  1) — 15)  ist  jedes  von  den 
vorausgehenden  unabhängig. 

Schon  der  Satz  4)  ist  von  1) — 3)  unabhängig,  vgl.  Nachtrag  am 
Schlüsse  des  Werkes  zu  S.  95. 

Dass  10)  von  9)  nicht  abhängt,  zeigen  G.  Cantor's  transfinite 
Zahlen,  deren  Addition  wohl  associativ,  aber  nicht  commutativ  ist.  Dass 
der  Satz  11)  nicht  aus  den  vorhergehenden  folgt,  ist  bekannt,  indem  ja  die 
allgemeinen  rationalen  Zahlen  die  Forderungen  l) — 10)  befriedigen,  ihm 
aber  nicht  genügen.  Wir  werden  ferner  sofort  an  zwei  von  G  mein  er 
gegebenen  Beispielen  sehen,  dass  die  Forderungen  l) — ll)  erfüllt  sein 
können,  ohne  dass  es  die  12.  ist.  Aber  auch  der  Satz  13)  ^  III.) 
auf  S.  99  ergiebt  sich  nicht  aus  den  in  I.)  und  IL)  zusammengefassten 
Sätzen.  Er  gilt  nämlich  nicht  allgemein  für  das  von  den  abso- 
luten rationalen  Zahlen,  welche  grösser  als  1  sind,  gebildete 
System.  Dass  der  Satz  14)  ^  IV.)  auf  S.  99  nicht  eine  Folgerung 
aus  seinen  Vorgängern  sein  kann,  lässt  sich  mittelst  des  Systems  der 
absoluten  endlichen  Dezimalzahlen,  welches  aus  den  ganzen  Zahlen 
und  den  endlichen  echten  und  unechten  Dezimalbrüchen  besteht,  klar 
machen.  In  demselben  giebt  es  nämlich  keine  Zahl,  deren  dreifaches 
gleich  1   wäre  u.  s.  f. 

Eine  andere  Frage  ist,  ob  nicht  durch  das  Hinzutreten  einer  der 
vorstehenden  Forderungen  zu  den  vorhergehenden  einige  von  diesen  ent- 
behrlich werden.  In  der  That  werden  durch  Hinzufügung  der  13.  For- 
derung zur  1. — 12.  die  5.,  6.  und  12.  überflüssig,  weil  sie  von  selbst 
erfüllt  sind  (vgl.  u.  A.  Schröder,  Lehrbuch  u.  s.  w.  S.  61).  Ist  z.  B. 
Ä^ B  B^  C^  so  giebt  es  im  Systeme  Grössen  X  F,  wofür  A=  B  -\-  X, 
B  =  C  -{-  Y  ist.     Somit  ist  nach  dem  9.  Satze 

A  =  iC+Y)  +  X=^C+{Y+X), 

also  nach  dem   11.    J.  >  0.    —   Auf  ähnliche  Weise  lassen  sich  auch  die 
Sätze  5)  und   12)  erweisen. 

Auf  diese  allgemeine  Uebersicht  mögen  die  oben  erwähnten  Gmeiner- 
schen  Grössensysteme  folgen.  Das  erste  entsteht  durch  Paarung  der 
absoluten  rationalen^)  Zahlen  «,  /5,  y  •  •  •.  Jedes  Paar  von  ihnen 
bestimmt  ein  Ding  A^  was  durch  die  Identitäten  A^(a^  ß)  B^  (7,  ^)  •  •  • 
ausgedrückt  werden  möge.  Behufs  Vergleichung  dieser  Zahlenpaare  unter- 
einander werde  Folgendes  festgesetzt: 

des  X.  Buches,   ohne  ihn  als  Axiom  zu  bezeichnen;   während  er  doch  11,  nach 
Andern  8  Aussagen  am  Anfange  des  1.  Buches  ausdrücklich  als  solche  aufführt. 
1)  Das   System  behält   die   nämlichen  Eigenschaften,   wenn   die  absoluten 
rationalen  Zahlen  durch  die  absoluten  reellen  Zahlen  ersetzt  werden. 
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I)  Zwei  Paare  Ä^  (^u^  ß)  ß  ^  (y,  (J)  seien  dann  und  nur  dann 
einander  gleich,  wenn  a  =  y    ß  =  6  ist. 

II)  Von  je  zwei  ungleichen  Paaren  AB  sei  A^  B  und  B  <C  A, 
wenn  entweder  a  >  y  oder  a  ==  y  und  j3  >  d  ist. 

Für  diese  Grössen  bestehen,  wie  leicht  zu  sehen  (vgl.  X.  4),  die  obigen 
Sätze  1) — 6).  —  Auch  der  7.  ist  erfüllt.  Denn  ist  A  ^  (a,  ß)  und  y 
irgend  eine  absolute  rationale  Zahl  kleiner  als  a,  so  ist  (y,  6)  <  (a,  ß)^ 
welche  Zahl  ö  auch  sein  mag. 

III)  Als  Summe  der  Grössen  A  ^  (a^  ß)  B  ^  (y,  d)  erklären  wir 
im  FaUe  dass  ß  =  6  ist,  die  Grösse  (a  -{-  y,  ß),  im  Falle  dass  ß  und  6 
ungleich  sind,  die  Grösse  (a  -|-  y,  x),  wo  x  die  kleinere  von  den  beiden 
Zahlen  /3,  ö  bedeutet. 

Dadurch  sind  die  Forderungen  8) — 11)  sämmtlich  befriedigt,  was  auch 
ebenfalls  unmittelbar  zu  erkennen  ist.     Lassen  wir  C  ^  (f,  ^)  sein,  so  ist 

(^  +  5)  +  C=(«  +  y  +  e,  i), 

WO  X  die  kleinste  der  Zahlen  ß  6  ^  bedeutet  oder,  falls  diese  einander 
gleich  sind,  ihnen  gleich  ist.  Den  nämlichen  Werth  hat  A  -\-  (B  -\-  C), 
sodass  der  Satz   9)  besteht.     Es  ist  ferner 

B  +  A  =  {y  +  a,^)  =  {a  +  y,7i)  =  A  +  B. 
Der    Satz    12)    gilt    jedoch    nicht    mehr    allgemein.      Es    ist 
(a,  ß)  >  (a,  ß')  wenn  ß  ~>  ß'  ist.    Ist  dann  8  <i  ß\  so  haben  wir  nach  III) 

(«, ?)  +  (y,  «)  =  («  +  y,  ä)       («,  n  +  ir,  <5)  =  («  +  y,  <S); 

folglich  ist  nunmehr 

{a,  ß)  +  (y,  ä)  =  (ß,  ß')  +  {y,  S). 
Betrachten  wir  noch  die  Gleichung  B  -{-  X  ==  A  d.  i. 

(y-'5)  +  (l,^)  =  («>|3)-  (a) 

Soll  sie  bestehen,  so  muss  nach  III)  ß  entweder  gleich  oder  kleiner  als  ö 
und  y  -|-  ^  ==  «,  also  y  <  «  sein.  Ist  j3  <  d  und  a  >  y,  so  hat  die 
Gleichung  (a)  die  einzige  Lösung  X  =  (a  —  y,  jS);  ist  ß  =  ö  und  a>y, 
so  hat  sie  die  unendlich  vielen  Lösungen  X  =  (a  —  y,  ?^)  (?^  ^  ß). 
In  allen  andern  Fällen,  namentlich  wenn  a^y  und  /?  >  ^,  somit 
(of,  |3)  >  (y,  ^)  ist,  hat  sie  keine  Lösung.^)  Dies  steht  im  Einklang  mit 
dem,  was  vorhin  über  den  Zusammenhang  der  12.  und  13.  Forderung 
bemerkt  wurde. 

In  dem  soeben  besprochenen  Systeme  giebt  es  Grössen  -4,  A\  B 
derart,  dass  neben  A^  A'  A  -\-  B  =:  A'  -\-  B  ist.  Es  lässt  sich  aber 
auch  ein  solches  System  aufstellen,  in  welchem  neben  A  ^  A' 
A  -\-  B  <C  A'  -{-  B  sein  kann,  während  dasselbe  noch  immer  die  Eigen- 
schaften l) — 11)  besitzt.  —  Wir  betrachten  die  Paare  J.  ^  (a,  m), 
worin  cc  jede  positive  rationale  (oder  auch  jede  positive  reelle)   Zahl  sein 


1)  0.  Holder  (Leipziger  Ber.  1901  S.  4  u.  5)  weist  die  Unabhängigkeit 
der  12.  Forderung  von  der  1. — 10.  durch  ein  Beispiel  nach,  welches  dieselben 
Eigenschaften  besitzt,  wie  das  erste,  ihm  nachgebildete  Beispiel  i.  T.  Bei  H. 
ist  die  2.  Coordinate  des  Zablenpaares  beschränkt  auf  das  Intervall  von  «  bis  h 
mit  Einschluss  der  Zahlen  a,  h  selbst,  welche  positiv  sein  sollen. 
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kann,  während  m  eine  beliebige  der  Ziffern  0,  1,  2,  3,  4,  5,  6,  7,  8,  9 
bedeuten  soll.  Nun  setzen  wir  wieder  die'  Erklärungen  I)  und  II)  fest, 
sodass  auch  die  Forderungen  l) — 7)  wieder  erfüllt  sind. 

Iir)  Als  Summe  von  JL^(c^,  m)  und  B  ^  (|S,  w)  erklären  wir 
die  Grösse 

worin  p  jene  Ziffer  bedeutet,  welche  die  Congruenz 

m  -\-  n^^p  (mod.  10) 
erfüllt. 

Dadurch  werden,  wie  man  leicht  erkennen  kann,  die  Forderungen 
8) — 11)  erfüllt.  Statt  12)  heisst  es  jetzt  aber:  „Neben  A  >yl'  ist  nicht 
immer  A -{- B  >  A' -\- B^  sondern  es  giebt  auch  Grössen  A^  A\  B 
des  Systems  der  Art,  dass  neben  A^  A'  A  ~\-  B  <i  A'  -\-  B  ist."  — 
Es  ist  nämlich  z.  B.  (5,  8)  >  (5,  2).     Daneben  hat  man 

(5,  8)  +  (1,  7)  =  (6,  5)         (5,  2)  +  (1,  7)  =  (6,  9), 

also,  da  (6,  5)  <  (6,  9)  ist, 

(5,  8)  +  (1,  7)  <  (5,  2)  +  (1,  7). 

2.  Folgerungen  aus  den  Forderungen  1)— 15).  —  Aus  den  Sätzen 
1) — 13)  folgen  alle  im  2.  Abschnitte  angeführten  Regeln  der  Addition 
und  Subtraction^  insbesondere  der  Satz,  dass  die  Gleichung  B  -\~  X  =  A 
im  Falle  dass  A^  B  ist,  nur  eine  Lösung  nach  X  hat.  Ferner 
die  Sätze: 

1)  Zu  jeder  Grösse  B  giebt  es  eine  grössere.  —  Eine  solche  ist 
nach  11)  B  -\-  X,  wobei  X  jede  Grösse  des  Systems  sein  kann. 

2)  Zwischen  je  zwei  ungleichen  Grössen  liegen  Grössen  des 
Systemes.  —  Ist  A^  B  und  A  =  B-\-Xy  so  ist,  wenn  X'  irgend 
eine  Grösse  kleiner  als  X  bedeutet,  nach  dem  11.  und  12.  Satze 
B<B  +  X'<A. 

In  den  weiteren  Sätzen  sollen  die  kleinen  lateinischen  Buchstaben 
natürliche,  die  kleinen  griechischen  absolute  rationale  Zahlen  bedeuten. 

3)  Ist  A  =  A\  so  sind  auch  die  Gleich  vielfachen  beider  Grössen 
einander  gleich:  aA  =  ciA'-^  dagegen  ist  aA^  aA\  falls  a^  a  ist. 
Diese  Sätze  lassen  sich  nach  I.  10  umkehren. 

4)  Ist  A  >A',  so  ist  aA  >  aA\ 

5)  aA  ±_aB=  a(A±^  B)  (Eucl.  V.  prop.  1),  wobei  im  Falle 
des  unteren  Zeichens  A^  B  sein  soll. 

6)  Es  ist  a  (hA)  ==  h  (aA)  ~  (ah)  A. 

7)  Die  Gleichung  nX  =  A  hat  nur  eine  Lösung  nach  X,  welche 

14  11 

mit  ~A  oder   ~    bezeichnet  wird.     Ist  A  ==  A'  so  ist  —A==  —  A'. 

n  n  n  n 

Ist  aber  A^A\  so  ist  —  A  >  ~  A\  Diese  beiden  Sätze  lassen  sich 
nach  I.  10  umkehren. 
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8)  —Ä  bedeute   das  6 fache   von   -  Ä  und  ist  „fentel  von  ^4"  zu 

^    n  n  "  , 

lesen.  Man  darf  nunmehr  in  den  Formeln  von  IV.  1.  2  die  Einheit  1 
durch  jede  Grösse  Ä  ersetzen.  Man  hat  in  der  That,  wenn  man  in 
6)  statt  Ä    Ä/n  und  statt  o    n  schreibt, 

„)  n(h^)  =  b(H^)=bA     d.i.    *^=*-^- 

/  \    nj  \     nj  n  n 

Ersetzt  man  darin  bloss  A  durch  Ajn,  so  erhält  man  die  Formel 

Ist  B=^Ä/an,  so  ist  nach  6)  Ä  =  (an)  B  =  n{aB)-^  also  hat 
man  aB  =  Ä/n  d.  i. 


r) 

Hier? 

lus  ergiebt 

sich 

A              ^       A 

n         an 
mit  Hilfe  von  ß) 

6) 

n 

ab    . 
•■  —  Ä. 
a  n 

Mithi 

in  ist,  wenn  die 

Brüche  a/w, 

h/n  einander  gleich  sind,  auch 

0 

m 

n 

Denn 

L  da  an  = 

hm  i 

sein  soll  und  nach  6) 

m 

an 
mn 

mn 

n 

hm    . 
■  —  A  = 
nm 

(bm)Ä 
mn 

(b) 

ist,  I 

so   besteht 

die 

Gleichung   e). 

-   Auf 

ähnliche 

Art   zeigt   man, 

dass  neben 

5) 

m        n 

—    J.    >    - 

m            n 

A 

ist. 

Die  beiden 

Sätze  lassen  sich 

wieder  umkehren. 

Aus  der  zweiten  der  Formeln  (b)  ist  ersichtlich,  dass 

'^  m  \n      /         mn 

ist.     Somit  hat  man  nach  ß) 

»)  ''C-a)  =  ^^a. 

^  m  \n      J         mn 

In  ähnlicher  Weise   lassen   sich  auch   die  weiteren  Sätze  a.  a.  0. 
hierher  übertragen. 

9)  „Ist  li  eine  absolute  rationale  Zahl,  so  ist 

liA± jilB  =  il{A  ±5), 

im  Falle  des  unteren  Zeichens  A^  B  vorausgesetzt." 

Aus   der  Forderung  15)  in  Nr.  1  ergiebt  sich:    10)  „Ist  A  >  5, 
so  ist  A  entweder  ein  Vielfaches  von  B  oder  A  liegt  zwischen  zwei 
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aufeinander    folgenden    Vielfachen    von     B:    gi?  <  ^  <  (g-  +  1)  -ß-" 

Beweis  wie  beim  ähnlichen  Satze  über  zwei  natürliche  Zahlen  in  IL  8. 

11)  „Ist  Ä^B  und  C  beliebig,  so  giebt  es  absolute  rationale 

Zahlen    -    derart,  dass   Ä^  ^  C  >  B   —    und    zwar   unzählig   viele." 

Denn  es   giebt  ganze  Zahlen   q,    wofür   q(Ä  —  5)  >  C  ist  und  nach 
Satz  10)  eine  ganze  Zahl  p,  so  dass 

pC.qB>ii,-r)C; 
demnach  ist 

Ä>B+~C>^C>B. 

Zwischen  Ä   und  —  C,  sowie  zwischen  —  und  B  liegt  wieder  je  eine 
Grösse  von  der  verlangten  Form  u.  s.  f. 


3.  Commensurabele  und  incommensurabele  absolute  Grössen  im 
engeren  Sinne.  —  Ist  eine  Grösse  Ä  ein  Vielfaches  einer  anderen  M, 
so  heisst  die  letztere  ein  Maass  der  ersteren.  Besitzen  zwei  gleich- 
artige Grössen  Ä,  B  ein  gemeinschaftliches  Maass  My  so  nennt  man 
sie  commensurabel.     Wenn 

Ä  =  aM,         B  =  hM, 
so  ist 

0 

Ist    M'    ein    anderes   gemeinschaftliches    Maass    von    Ä,   B,    so    dass 

Ä  =  a  M\  B  =  h' M\  so   ist    ^,  =  ~-     Denn  man   hat    hA  =  aB 

h'Ä  =  a'B,    also    a'hÄ  =  a'aB  =  a(a  B)  =  ah'A    und    a'h  =  ab'. 

Der  gemeinsame  Werth  der  Zahlen  ,  ,  ^  heisst  die  Maasszahl  von 

Ä  in  Bezug  auf  B  oder  das  Verhältniss  von  Ä  zu  B  und  wird 
als  solches  mit  Ä  :  B  bezeichnet. 

Das  grösste  gemeinschaftliche  Maass  zweier  Grössen  A,  B 
wird  auf  ähnliche  Weise  ermittelt,  wie  der  grösste  gemeinsame  Theiler 
zweier  natürlichen  Zahlen  (vgl.  IL  12).^)  Wenn  A>  B,  so  ist  ent- 
weder A  =  qB  oder  A  ^=  qB  -{-  B\  wo  B'  <  B.  Im  zweiten  Falle 
hat  man  entweder  B  =  q  B'  oder  q  B'  -\-  B'\  wo  B"  <  B'  und  im  letz- 
teren wieder  entweder  B'  =  q'B''  oder  q'B"-\-  B''\  wo  jB'"  <  B"  u.s.f. 
Auf  diese  Art  gelangt  man  entweder  zu  einem  Reste  B^"\  der  seinen 
Vorgänger  misst:  ^^-i)  =  g(")J5^")  oder  es  zeigt  sich,  dass  wie  gross 
auch  n  sein  mag,  B^'"^  niemals  ein  Maass  von  ^"-^)  ist: 

1)  Euclid  Eiern.  X,  prop.  1—3, 
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Ä=qB+  B', 

Im  ersten  Falle  ist  B^"^  ein  gemeinschaftliches  Maass  von  Ä^  B  und 
zwar  das  grösste,  da  jedes  Maass  von  Ay  B  auch  die  Grössen  B', 
jß"  . . .  ßin)  misst.  Im  zweiten  Falle  giebt  es  kein  gemeinschaftliches 
Maass  der  Grössen  A,  B-^  sie  sind  incommensurabel.  Denn  wäre 
eines  (M)  vorhanden,  so  müsste  es  B',  B"  •••  -B^")  messen;  es  kann 
aber  n  so  gross  angenommen  werden,  dass  ^"^  <  M.  Folglich  giebt 
es  keines. 

Der  soeben  benutzte   Hilfssatz  ergiebt  sich   in   folgender  Weise. 
Zunächst  bemerke  man,  dass 

Man  schliesst  nämlich  aus  der  Gleichung 

da 

ist,  unmittelbar,  dass 

Demnach  folgt  nacheinander 

B'  <  ^B,  B^^  <  iB"  '  '  ■  i^^")  <   i^2n-2)^ 


somit 


^2«)  <  -1  jg. 
2« 


Nach   15)   in  Nr.  1   giebt  es  Zahlen  p,    so   dass  M>  ~  B  und 

nach  11.9  Exponenten  m,  so  dass  2"'>p.     Mithin  ist  Jf>jB(2'"). 

Ein  System  von  absoluten  Grössen  im  engeren  Sinne, 
wovon  je  zwei  commensurabel  sind,  heisse  commensurabel,  ein 
solches,  worin  mindestens  zwei  incommensurabel  sind,  incommen- 
surabel. 

Commensurabel  ist  sohin  z.  B.  das  System  der  absoluten  rationalen 
Zahlen.  Um  ein  incommensurables  Grössensystem  zu  bilden,  wähle  man 
eine  absolute  rationale  Zahl  ß  aus,  die  nicht  das  Quadrat  einer  solchen 
Zahl  ist  und  bezeichne  mit  5,  t]  irgend  welche  absolute  rationale  Zahlen. 
Alsdann  fasse  man  zusammen  l)  die  Zahlen  ^,  2)  die  Zahlen  r/|/^, 
3)  die  Zahlen  i  +  y\Yß,  4)  die  Zahlen  i  —  ^Yß,  wobei  jedoch  i^>n^ß, 
und  endlich  5)  die  Zahlen  riYß  —  $,  wobei  '^^<iY\^ß  sein  soll.  —  Wenn 
man  sich  hinsichtlich  der  Quadratwurzeln  lediglich  auf  die  Festsetzungen 
in  III.  17  sttitzen  will,  so  gestaltet  sich  der  Nachweis  des  Satzes,  dass 
das  soeben  erklärte  Zahlensystem  die  Forderungen  l) — 15)  in  Nr.  1  be- 
friedigt, umständlich.     Zunächst   hätte   man  die  Vergleichung  von  je  zwei 
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der  genannten  Zahlen  durchzuführen,  wozu  die  Erklärungen  l)  2)  4)  auf 
S.  71  gehören.  Zum  Beweise  des  Satzes  7)  würde  man  auch  des  Satzes 
11)  auf  S.  95  bedürfen.  Der  Satz  15)  endlich  wäre  wie  in  VIT.  10 
zu  zeigen. 

Darf  man  jedoch  die  obigen  fünferlei  Zahlen  als  reelle  Zahlen  im 
Sinne  des  VIT.  Abschnittes  betrachten,  so  ergeben  sich  die  in  Rede  stehenden 
Sätze  unmittelbar  aus  den  entsprechenden  über  die  reellen  Zahlen. 


4.  Das  System  der  absoluten  Strecken  und  seine  Stetigkeit.  — 
Um  zwei  geradlinige  Strecken  im  Räume  mit  einander  zu  vergleichen, 
lege  man  sie  in  eine  Gerade  und  verschiebe  sie  darin  soweit,  dass  ein 
Endpunkt  der  einen  mit  einem  der  andern  zusammenfällt  und  die 
beiden  andern  Endpunkte  derselben  sich  auf  der  nämlichen  Seite  des 
nunmehr  gemeinsamen  Endpunktes  befinden.  Fallen  diese  Punkte 
zusammen,  können  also  die  beiden  Strecken  zur  Deckung  gebracht 
werden,  so  heissen  sie  einander  gleich.  Findet  das  nicht  statt,  so 
sind  die  Strecken  ungleich  und  zwar  heisst  diejenige  von  beiden  die 
grössere,  welche  über  die  andere  hinausragt.  Unter  der  Summe  von 
zwei  Strecken  Ä  B  versteht  man  die  dadurch  entstehende  Strecke, 
dass  man  sie  nacheinander  in  eine  Gerade  legt  und  soweit  verschiebt, 
dass  der  Endpunkt  von  A  mit  dem  Anfangspunkte  von  B  zusammen- 
fällt.    Dass  für  drei  Strecken  A  B  C  einer  Geraden 

(4  +  B)  +  C=^  +  (B+C) 

ist,  erkennt  man  unmittelbar,  indem  die  durch  Nebeneinanderlegen 
derselben  gebildete  Strecke  sowohl  als  die  linke,  als  auch  als  die 
rechte  Seite  dieser  Gleichung  aufgefasst  werden  kann.  Durch  Um- 
legen der  Strecke  A  -\-  B  erhält  man  eine  ihr  gleiche;  folglich  ist 
A  +  B  =  B  +  A. 

Dass  A  -{-  B^  A  ist,  folgt  aus  der  Erklärung  der  grösseren 
Strecke.  Für  die  Strecken  besteht,  wie  man  aus  der  Figur  ersieht, 
auch  der  Satz  12)  auf  S.  100.  Ist  A>  B  und  bezeichnet  X  das 
Stück,  um  welches  A  über  B  hinausragt,  so  hat  man  B  -\-  X  =  A-^ 
X  wird  mit  A  —  B  bezeichnet.  Dass  jede  Strecke  A  in  n  gleiche 
Theile  zerlegt  werden  kann,  lehrt  die  Planimetrie.  Der  Satz  15)  ^  V) 
S.  99  wird  für  die  Strecken  zunächst  als  Axiom  angesehen. 

Wenn  man  auf  einem  Halbstrahl  OX  eine  bestimmte  von  0 
ausgehende  Strecke  E  als  gegeben  ansieht,  so  kann  man,  wie  bereits 
in  IV.  1  bemerkt  ist,  jede  Strecke  ^E,  wo  ^  irgend  eine  absolute 
rationale  Zahl  bedeutet,  von  0  aus  mit  Hilfe  von  Lineal  und  Zirkel 
construiren.  Construirt  man  aber  die  mittlere  geometrische  Propor- 
tionale zu  den  Strecken  E  und  ^E,  so  ist  dieselbe,  im  Falle 
dass    ^    nicht    das    Quadrat    einer    rationalen    Zahl    ist,    zu    E    in- 
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coinmensurabel.  ^)  Schon  die  alten  Geometer  haben  sich  Aufgaben 
vorgelegt,  welche  sich  mit  Hilfe  von  Lineal  und  Zirkel  nicht  lösen 
lassen,  so  vor  allem  die  Aufgabe,  zu  den  Strecken  E  und  fiE  zwei 
mittlere  Proportionalen  (s.  VIII.  Uebungen)  zu  construiren.  Dass 
dieselben  gleichwohl  vorhanden  sein  müssen,  schliesst  man  aus  der 
Stetigkeit  des  Systems  der  Strecken  OM,  wo  M  einen  willkürlichen 
Punkt  der  Geraden   OX  bedeutet. 

Um  die  Stetigkeit  desselben  zu  erklären,  braucht  man  nur  die 
Gesammtheit  der  Strecken  031  zu  betrachten,  welche  nach  Weg- 
lassung einer  einzigen  OA  (d.  i.  des  Punktes  Ä)  aus  der  Geraden  OX 
übrig  bleiben.  Sie  erfüllt  ebenfalls  alle  Forderungen  1) — 15)  in  V.  1. 
Dabei  zerfallen  die  ihr  zugehörigen  Strecken  in  zwei  Gruppen  von 
den  folgenden  Eigenschaften. 

1)  Jede  von  diesen  Strecken  gehört  einer  und  nur  einer  Gruppe  an. 

2)  Jede  Strecke  P^  der  ersten  Gruppe  ist  kleiner  als  jede  Strecke 
Pg  der  zweiten  Gruppe. 

3)  Ist  Pj  eine  Strecke  der  ersten  Gruppe,  so  gehört  zu  dieser 
Gruppe  auch  eine  Strecke,  welche  grösser  als  P^  ist  und  ist  Pg 
eine  Strecke  der  zweiten  Gruppe,  so  befindet  sich  darin  auch  eine 
Strecke,  welche  kleiner  als  Pg  ist.  Oder:  es  giebt  weder  in  der 
ersten  Gruppe  eine  grösste,  noch  in  der  zweiten  eine 
kleinste  Strecke. 

Die  Stetigkeit  des  Systems  aller  Strecken  OM  besteht  eben  darin, 
dass  eine  Theilung  derselben  in  zwei  Gruppen  von  der  obigen  Be- 
schaffenheit unmöglich  ist,  dass  also  wenn  wir  die  Gesammtheit  der 
Strecken  so  in  zwei  Gruppen  theilen,  dass  jede  Strecke  der  ersten 
Gruppe  kleiner  ist  als  jede  der  zweiten,  entweder  in  der  ersten  Gnippe 
eine  grösste  oder  in  der  zweiten  eine  kleinste  vorhanden  ist,  welche 
diese  Zerschneidung  der  Geraden   OX  hervorbringt.^) 

Eine  strengere  Begründung  des  Satzes,  dass  die  Strecken  von  gleicher 
Richtung  absolute  Grössen  im  eigentlichen  Sinne  sind,  findet  man  in  einer 
Abhandlung  von   0.  Holder  (Leipziger  Berichte   1901   S.  37 f.). 


1)  Wäre  nämlich  das  Verhältniss  dieser  Proportionale  zu  E  (S.  105)  eine 
rationale  Zahl  |,  so  müsste  4*  =  ju,  sein.  Eine  solche  Zahl  giebt  es  aber  nicht 
(EU.  17).  —  Die  mittlere  geometrische  Proportionale  zu  E  und  2E  ist  auch  die 
Hypotenuse  im  gleichschenkligen  rechtwinkligen  Dreiecke  mit  der  Kathete  E. 
Die  Incommensurabilität  dieser  beiden  Strecken  lässt  sich  nach  Lcgendro 
(Elem.  de  Göom^trie  lü.  probl.  19)  auch  nach  dem  Verfahren  von  Nr.  3  darthun. 
Bezeichnet  man  nämlich  jetzt  die  Hypotenuse  mit  Ä,  die  Kathete  mit  B,  so 
hat  man  ^  -=  B  +  £'     B^"-  ^^  =  2B^"^  +  B^"-^^^    (n  =  1,  2  •  ■  •)• 

2)  R.  Dedekind,  Stetigkeit  und  irrationale  Zahlen  1872,  S.  18.  Der  Ge- 
danke, je  zweien  i.  T.  beschriebenen  Gruppen  von  Strecken  einen  Punkt  der 
Geraden  (point  de  demarcation)  zuzuordnen,  hat  schon  früher  J.  Bertrand 
(vgl.  Traiti  d'Arithmt^tique  Nr.  313)  ausgesprochen  und  zum  Beweise  der  Existenz 
gewisser  Strecken  verwerthet. 
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5.  Andere  Beispiele  von  eigentlichen  absoluten  Grössen  aus  der 
Geometrie.  —  a)  Die  Winkel.  Liegen  drei  Punkte  AGB  nicht  in 
gerader  Linie,  so  sagt  man,  die  beiden  Schenkel  CA  und  CB  bilden 
einen  hohlen  und  einen  erhabenen  Winkel  AGB.  Um  diese  Winkel 
von  einander  zu  unterscheiden,  schlägt  man  vom  Scheitel  G  aus  einen 
Kreis  mit  dem  Radius  1,  welcher  jene  Schenkel  bezw.  in  den  Punkten 
A^B^  und  die  Verlängerung  von  AG  in  A[  schneiden  möge.  Alsdann 
giebt  der  Bogen  A^B^  den  hohlen,  der  Bogen  A^A[B^  den  erhabenen 
Winkel  AGB  an.  Diesen  eigentlichen  Winkeln  gesellt  man  noch 
den  geraden  Winkel  AGB,  falls  G  innerhalb  der  Strecke  AB  liegt, 
und  den  vollen  Winkel,  vrelcher  dem  ganzen  von  G  aus  beschriebenen 
Einheitskreise  entspricht,  bei.  Die  soeben  erklärten  Winkel  bilden  indess 
kein  System  von  absoluten  Grössen  in  vollem  Sinne  des  Wortes. 
Um  ein  solches  zu  erhalten,  denke  man  sich  die  Winkel  mit  einem 
und  demselben  Scheitel  G  durch  beständig  in  einem  Sinne  fortge- 
führte Drehung  eines  Halbstrahles  GB  von  einer  Anfangslage  GA 
aus  entstanden  und  dabei  der  Drehung  keine  Schranken  gesetzt,  so 
dass  der  Punkt  B^  auf  dem  beweglichen  Schenkel  GB  den  Umfang 
des  Einheitskreises  beliebig  oft  durchlaufen  darf. 

Die  Vergleichung  je  zweier  solcher  Winkel  wird  in  folgender 
Weise  bewerkstelligt.  Gehören  zu  ihnen  verschiedene  Anzahlen  von 
vollen  Umdrehungen,  so  heisst  derjenige,  zu  welchem  die  grössere 
Zahl  von  solchen  Umdrehungen  gehört,  der  grössere  Winkel.  Gehört 
zu  beiden  Winkeln  die  nämliche  Anzahl  von  vollen  Umdrehungen, 
so  lasse  man  sie  bei  beiden  weg  und  lege  die  Scheitel  und  jene 
Schenkel  aufeinander,  von  denen  bei  einem  jeden  von  beiden  die 
Drehung  ausgeht.  Fallen  alsdann  auch  die  zwei  andern  Schenkel 
der  beiden  Winkel  zusammen,  so  sind  die  Winkel  einander  gleich. 
Findet  dies  nicht  statt,  so  heisst  derjenige  Winkel  grösser,  dessen 
Bogen  vom  zweiten  Schenkel  des  andern  geschnitten  wird.  Unter 
der  Summe  zweier  Winkel,  welche  den  nämlichen  Scheitel  G  besitzen 
und,  wie  hier  stets  angenommen  ist,  in  demselben  Sinne  beschrieben 
sind,  versteht  man  den  Winkel,  welcher  entsteht,  indem  man  den 
einen  der  beiden  Winkel  so  lange  um  G  dreht,  bis  sein  erster  Schenkel 
mit  dem  zweiten  des  andern  zusammenfällt,  und  hierauf  vom  ersten 
Schenkel  des  letzteren  im  vorgeschriebenen  Sinne  und  unter  Aus- 
führung so  vieler  voller  Umdrehungen,  als  bei  beiden  Winkeln  zu- 
sammen vorkommen,  zum  zweiten  Schenkel  des  ersten  übergeht. 
Zufolge  dieser  Festsetzungen  sind  die  Forderungen  1) — 13)  in  Nr.  2 
sämmtüch  erfüllt.  Lässt  man  jedoch,  wie  es  in  der  Geometrie  ge- 
wöhnlich geschieht,  die  vollen  Umdrehungen  weg,  so  würde  das  System 
der  Winkel  der  11.   und  12.  Forderung   nicht   allgemein  entsprechen. 

Jeder  Winkel  lässt  sich  mit  Hilfe  von  Zirkel  und  Lineal  halbiren, 
dagegen   kann   man  nur   den   rechten   und  gewisse   andere  Winkel  in 
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drei  gleiche  Theile  theilen,  im  Allgemeinen  ist  die  Dreitheilung  des 
Winkels  mit  Zirkel  und  Lineal  nicht  ausführbar.  Die  Theilbarkeit 
eines  jeden  Winkels  in  beliebig  viele  gleiche  Theile  wird  aus  der 
Stetigkeit  des  Systems  der  Winkel  hergeleitet,  was,  wie  wir  in  Nr.  8 
sehen  werden,  in  der  That  angeht.  Der  Nachweis  des  Archimedischen 
Axioms  lässt  sich  für  die  Winkel  mittelst  des  nämlichen  Axioms  für 
die  Strecken  erbringen.^) 

Es  genügt  denselben  für  den  rechten  Winkel  R  zu  führen.  Giebt 
es  nämlich  zu   einem  gegebenen    spitzen   Winkel  a  eine  natürliche  Zahl  n 

derart,  dass  na'^  R  ist,  so  ist  pncc^ pR. 
Es    sei    also   (Fig.  VII)   ACB    ein    rechter 

Winkel  und.  CD ±  AB.    ^ PGP'  sei  gleich 
dem  Winkel  a.      Ist  dann  ^  P'CP"  eben- 
falls gleich  or,  so  ist,  wie  unschwer  zu  zeigen, 
DEPP'     ^'         ^A    ^^    kleiner  als  P' P'\     Legt  man   nun   an 
Fig.  vn.  CD  den  a  gleichen  Winkel  DCE  an    und 

bemerkt,  dass  es  nach  Nr.  4  eine  solche 
ganze  Zahl  p  giebt,  dass  pDE^DA  ist,  so  ist  zufolge  des  soeben  Be- 
merkten klar,  dass  J9  a  >  D  C  J.  sein  muss.  Auf  ähnliche  Weise  lässt  sich 
eine  ganze  Zahl  q  so  bestimmen,  dass  qa^  BCD  ist.  Mithin  haben 
wir  (jp  -f~  ^)  "  ^  -^^  w-  ^-  ^-  '^• 

b)  Die  geometrischen  Verhältnisse  der  Strecken  (vgl.  VI.  2 — 4  und  9). 
c);  Die, Rechtecke  von  der  nämlichen  Höhe  h.  Dass  die- 
selben als  eigentliche  absolute  Grössen  anzusehen  sind,  ergiebt  sich 
unmittelbar  aus  den  in  Nr.  4  angeführten  Eigenschaften  der  gerad- 
linigen Strecken.  Gleich  heissen  je  zwei  Rechtecke  von  der  Höhe  /?, 
wenn^sie  gleiche  Grundlinien  haben,  grösser  unter  zwei  ungleichen 
Rechtecken  von  der  Höhe  h  heisst  jenes,  welches  die  grössere  Grund- 
linie hat  u.  s.  w. 

Hieraus  kann  indess,  wie  schon  in  I.  3  bemerkt,  die  Vergleichung 
von  je  zwei  beliebigen  Rechtecken  nicht  abgeleitet  werden. 

Eine  Schaar  von  ebenen  Vielecken,  von  denen  je  zwei  entweder 
congruent  sind  oder  sich  so  legen  lassen,  dass  das  eine  völlig  inner- 
halb des  andern  liegt,  bildet  im  Allgemeinen  kein  System  von  abso- 
luten Grössen  im  engeren  Sinne.  Die  Vergleichung  ist  zwar  möghch, 
indem  je  zwei  congruente  unter  diesen  Vielecken  als  gleich  und 
dasjenige  von  zwei  nicht-congruenten,  welches  innerhalb  des  anderen 
liegt,  als  das  kleinere  bezeichnet  werden  darf.^)  Allein  es  wird  im 
Allgemeinen  nicht  möglich  sein,  je  zweien  Vielecken  unserer  Schaar 
ein  drittes  aus  derselben  als  Summe  zuzuordnen. 


1)  Zuerst  gefühi-t  von  L.  Gerard,  Geometrie  Non-Euclidienne  1894  S.  7. 
Auch  der  i.  T.  gegebene  Beweis  des  genannten  Satzes  ist,  wie  es  sein  muss, 
vom  Parallelen axiom  unabhängig. 

2)  Liegt  nämlich  das  Vieleck  B  innerhalb  des  Vielecks  A  und  das  Viel- 
eck C  innerhalb  jB,  so  liegt  auch  C  innerhalb  A. 


Nr.  5 — 6.]         V.  Abschnitt.    Absolute  Grössen  aus  der  Geometrie.  111 

Wenn  wir  aber  die  Gesammtheit  der  ebenen  Vielecke  ins  Auge 
fassen,  so  scheint  es  nicht  schwer,  dieselben  zu  eigentlichen  absoluten 
Grössen  zu  machen.     Wir  brauchen  nur  festzusetzen: 

„Zwei  ebene  Vielecke  sind  einander  gleich,  wenn  sie  entweder 
congruent  sind  oder  aus  gleichvielen  Stücken  bestehen,  die  paarweise 
congruent  sind.  —  Ein  Vieleck  ist  grösser  als  ein  zweites,  wenn  es 
neben  den  Stücken  des  letzteren  noch  andere  enthält." 

„Unter  der  Summe  zweier  Vielecke  ist  zu  verstehen  das  Vieleck, 
welches  entsteht,  indem  man  beide  Vielecke  längs  zweier  Seiten  an- 
einanderlegt  und  das  nunmehr  gemeinsame  Stück  dieser  beiden  Seiten 
weglässt.'' 

Die  Rechtfertigung  dieser  Erklärungen  verursacht  jedoch  Schwierig- 
keiten. Namentlich  gilt  dies  hinsichtlich  des  Nachweises,  dass  die 
Forderung  3)  auf  S.  100  erfüllt  ist.  Wir  haben  nämlich  zu  zeigen, 
dass  zwei  Vielecke,  welche  bei  je  einer  bestimmten  Theilung  in 
gleichviele  paarweise  congruente  Stücke  zerfallen,  nicht  etwa  auf  eine 
andere  Weise  so  zerlegt  werden  können,  dass  das  eine  neben  den 
Stücken  des  andern  noch  weitere  Stücke  enthält.^)  Hier  ist  es 
jedoch  nicht  am  Platze,  auf  die  bezüglichen  geometrischen  Erörterungen 
einzugehen.  Denn  die  in  Rede  stehende  Angelegenheit  lässt  sich 
leicht  erledigen,  wenn  wir  über  die  Gesammtheit  der  reellen  Zahlen, 
die  uns  der  VII.  Abschnitt  liefern  wird,  verfügen.  Wir  können  als- 
dann jedem  Vielecke  eine  solche  Zahl  zuordnen  (VII.  Uebungen)  und 
hieran  die  Erklärung  schliessen:  Gleich  sind  zwei  Vielecke,  denen  die 
nämliche  Zahl  entspricht,  und  grösser  heisst  unter  zwei  ungleichen 
Vielecken  dasjenige,  zu  dem  die  grössere  Zahl  gehört. 


6.  Die  (jrössenvergleicliung  bei  den  griecMschen  Geometern  (die 
Grundlage  der  sogenannten  Exhaustionsmethode).  —  Ist  es  schon 

1)  Man  hat,  wie  de  Zolt  (Principii  della  egualianza  di  poligoni  1881 
S.  12)  bemerkt,  hierbei  den  Satz:  „Zerlegt  man  ein  Vieleck  durch  Gerade  in 
Theile  und  lässt  einen  von  ihnen  weg,  so  kann  man  mit  den  übrigen  das 
Vieleck  nicht  mehr  vollständig  bedecken"  entweder  als  Axiom  anzunehmen 
oder  zu  beweisen.  Das  erstere  wäre  ein  logischer  Fehler,  weil  zur  Recht- 
fertigung der  Erklärung  des  grösseren  Vielecks  ein  besonderer  Fall  derselben 
herangezogen  wird.  Ueber  die  Beweise  des  Satzes  vgl.  die  Abhandlung  von 
U.  Amaldi:  „Sulla  teoria  delP  equivalenza"  [in  der  Sammlung  von  F.  Enriques: 
Questioni  che  interessano  la  geometria  elementare,  Bologna  1900],  welche  die 
vollständige  Geschichte  dieses  Gegenstandes  enthält.  Von  obigem  Satze  unab- 
hängige Darstellungen  der  Vergleichung  der  Vielecke  haben  gegeben:  F.  Schur 
(Sitzungsberichte  der  Dorpater  Naturforscher-Gesellschaft  1892),  0.  Rausen- 
berger  (Math.  Ann.  43,  S.  601),  W.  Killing,  Grundlagen  der  Geometrie  Bd.  2 
(1898)  S.  23,  D.  Hubert,  Grundlagen  der  Geometrie  1899,  Kap.  IV.  Mehrere 
in  diesen  Arbeiten  aufgestellte  Sätze  werden  uns  in  der  in  den  Uebungen  zu 
A.  VIT  angedeuteten  Theorie  der  Vieleckszahlen  begegnen. 
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mit  Umständlichkeiten  verbunden^  die  ebenen  Vielecke  zu  absoluten 
Grössen  im  engeren  Sinne  zu  stempeln,  so  erscheint  der  Versuch,  die 
sämmtlichen  gewöhnlichen^)  ebenen  Flächen,  die  gerad-  und  krumm- 
linigbegrenzten, als  ein  System  von  solchen  Grössen  darzustellen, 
völlig  aussichtslos.  Denn  es  giebt  keine  geometrische  Regel,  welche 
die  Vergleichung  einer  krummlinigbegrenzten  Fläche  mit  einer  be- 
liebig vorgelegten  geradlinigbegrenzten  ermöglichen  würde. 

Gehen  wir  zu  den  Körpern  über,  so  zeigt  sich  schon  die  Ver- 
gleichung von  je  zwei  Polyedern  auf  geometrischem  Wege  in  der 
Regel  unausjpührbar.  Nicht  einmal  dem  regelmässigen  Tetraeder 
lässt  sieh  ein  Prisma  so  zuordnen,  dass  beide  Körper  in  gleichviele 
paarweise  congruente  Theile  zerlegt  werden  könnten.^) 

Trotzdem  hat  man  von  jeher  sowohl  den  gewöhnlichen  Flächen, 
als  auch  den  gewöhnlichen  Köi-pern  alle  jene  Eigenschaften,  welche 
nach  Nr.  1  das  Wesen  der  absoluten  Grössen  im  engeren  Sinne  aus- 
machen, theils  ausdrücklich,  nämlich  in  Form  von  Axiomen,  theils 
stillschweigend  beigelegt.  Insbesondere  wird  die  Vergleichbarkeit 
von  je  zwei  gleichartigen  geometrischen  Grössen  in  jenen  Fällen, 
welche  nicht  durch  die  Euclid'schen  Grundsätze  1) — 8)^)  erledigt 
werden  können,  von  vorneherein  angenommen.  Allein  damit  wäre 
in  Wirklichkeit  nichts  geleistet;  um  die  Vergleichung  thatsächlich 
durchzuführen,  muss  ein  neuer  Gedanke  herangezogen  werden,  welcher 
allerdings  von  den  Alten  nirgends  allgemein  ausgesprochen  wurde. 

Archimedes  giebt  zu  den  von  ihm  gefundenen  Sätzen  über  die 
Quadratur  krummlinig  begrenzter  Flächen  stets  iudirecte  Beweise, 
welche  auf  der  folgenden  Erwägung  beruhen.  Sind  Ä  B  gleichartige 
Grössen  und  zwar  A  >  B,  so  ist  A  —  B  eine  Grösse  C  des  Systems, 
folglich  A  —  B  grösser  als  jede  Grösse  D  desselben,  welcher  kleiner 
als  C  ist.  Wenn  sich  aber  bei  der  Annahme  A^  B  zeigen  lässt, 
dass  der  Unterschied  A  —  B  kleiner  sein  würde  als  eine  jede 
Grösse  D  des  Systems,  so  erscheint  mithin  diese  Annahme  unzu- 
lässig;   es    muss   demnach    AKB  sein.*)      Desgleichen    ist    die    An- 


1)  Damit  sind  solche  Flächen  gemeint,  deren  Begrenzung  mit  jeder  Ge- 
raden höchstens  eine  bestimmte  Anzahl  von  Punkten  gemein  hat. 

2)  Vgl.  M.  Dehn,  Göttinger  Nachrichten  1900  S.  345.  Math.  Ann.  55 
S.  465. 

3)  Die  Euclid'schen  Grundsätze  1)  2)  4)  8)  sind  auf  S.  160  angegeben.  Der 
Grundsatz  3):  „Wenn  man  von  Gleichem  Gleiches  wegnimmt,  so  sind  die  Reste 
gleich"  erscheint  als  eine  unmittelbare  Folgerung  unserer  Forderung  13)  in  Nr.  2; 
Grundsatz  5):  „Gleiches  verdoppelt  giebt  Gleiches"  als  eine  Folgerung  des 
Grundsatzes  2);  Grundsatz  6):  „Gleiches  halbirt  giebt  Gleiches"  als  ein  beson- 
derer Fall  unserer  Forderung  14).  Der  7.  Grundsatz  lautet:  „Was  einander 
deckt,  ist  einander  gleich."  —  Nach  Heiberg  ist  die  Echtheit  der  Grund- 
sätze 4)— 6)  zweifelhaft. 

4)  Will   man   den  Unterschied  A  —  B  nicht  benutzen,   so    sagt   man:    Ist 
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nähme  Ä  <i  B  nicht  gestattet,  wenn  es  sich  herausstellen  sollte,  dass 
der  Unterschied  B  —  A  kleiner  als  jede  Grösse  D  ist;  in  einem 
solchen  Falle  muss  also  A^B  sein.  Wir  haben  also  den  Satz: 
„Zwei  gleichartige  geometrische  Grössen  A,  B  sind  einander  gleich, 
wenn  sich  zeigen  lässt,  dass  bei  der  Annahme  A^  B  der  Unterschied 
A  —  B  und  der  Annahme  A  <C  B  der  Unterschied  B — A  kleiner 
als  eine  jede  mit  A  und  B  gleichartige  Grösse  D  sein 
würde."  Die  Benutzung  dieses  Satzes  wird  durch  das  Axiom  (V) 
des  Archimedes  ermöglicht. 

Die  heutige  Geometrie  verwendet  den  soeben  erwähnten  Satz 
nicht  mehr,  sondern  nimmt  die  Arithmetik  zu  Hilfe,  indem  sie  jeder 
gewöhnlichen  Fläche  (sowie  jedem  solchen  Körper)  eine  reelle,  ratio- 
nale oder  irrationale,  Zahl  zuordnet  (vgl.  VII.  Uebungen).  Dagegen 
kann  die  Arithmetik  denselben  nicht  entbehren ;  denn  um  zu  zeigen,  dass 
zwei  reelle  Zahlen  a^  b,  die  sich  nicht  mittelst  der  vier  Rechnungs- 
arten in  einander  überführen  lassen,  einander  gleich  seien,  giebt  es 
kein  anderes  Mittel,  als  nachzuweisen,  dass  ihr  Unterschied  a  —  b  dem 
Betrage  nach  kleiner  ist  als  jede  absolute  Zahl  b  (vgl.  VII.  8). 

Der  obige  Satz  über  die  Gleichheit  zweier  Grössen  A^  B  tritt  zu- 
nächst in  Wirksamkeit,  wenn  es  gelingt,  zwei  Reihen  von  solchen  mit 
ihnen  gleichartigen  Grössen  C^  C^  --  ■  D^  B^  • "  zu  ermitteln,  dass  für  jeden 
Werth  der  natürlichen  Zahl  n 

C„<A<D„      und      C„<B<D„ 

ist  und  dabei  der  Unterschied  D^  —  C^  für  hinlänglich  grosse  Werthe  von 
n  kleiner  ist  als  irgend  eine  beliebig  vorgegebene,  mit  A  und  B 
gleichartige  Grösse  D.  Nunmehr  hat  man,  A  ^  B  vorausgesetzt, 
A  —  B<D^—C„<D  und,  A<B  vorausgesetzt,  B  —  A<D^—C^<D. 
Somit  muss  A  =  B  sein.  —  Man  versuche  auf  diesem  Wege  den  Satz  zu 
zeigen,  dass  zwei  dreiseitige  Pyramiden  von  gleichen  Grundflächen  und 
gleichen  Höhen  einander  gleich  sind.  Anleitung:  Man  theile  die  Höhe 
einer  jeden  Pyramide  in  n  gleiche  Theile,  lege  durch  die  Theilungspunkte 
zu  der  Grundfläche  parallele  Ebenen  und  ziehe  durch  die  Schnittpunkte 
dieser  Ebenen  mit  zwei  Scheitelkanten  parallele  zur  dritten,  wodurch  man 
eine  sogenannte  Stufenpyramide  erhält. 


7.  Stetiges  System  einer  Dimension  von  absoluten  Grössen.  — 
Unter  Schnitt  eines  Systemes  von  absoluten  Grössen  im  engern 
Sinne,  welche  somit  die  Forderungen  1) — 15)  in  Nr.  1  sämmtlich  be- 
friedigen, versteht  man  eine  Theilung  dieser  Grössen  in  zwei  Gruppen 
oder  Classen  von  der  Beschaffenheit,  dass  erstens  eine  jede  Grösse 
des  Systemes  einer  und   nur  einer  Gruppe   zugewiesen   erscheint  und 

unter  der  Voraussetzung,   dass  B  jede  mit  A  und  B  gleichartige   Grösse   seiu 
darf,  stets  ^  +  D  >  £,  so  kann  A  nicht  kleiner  als  J5  sein  u.  s.  w. 
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zweitens  jede  zur  ersten  Gruppe  gehörige  Grösse  kleiner  ist  als  jede 
zur  zweiten  gehörige. 

Wir  unterscheiden  zwei  Arten  von  Schnitten.  Entweder  giebt 
es  zu  jeder  Grösse  P^  der  ersten  Gruppe  in  dieser  Gruppe  eine  grössere 
und  zu  jeder  Grösse  P^  der  zweiten  Gruppe  in  dieser  eine  kleinere 
d.  h.  die  erste  Gruppe  enthält  keine  grösste  und  die  zweite  keine 
kleinste  Grösse.  In  diesem  Falle  sagen  wir,  zeigt  der  Schnitt 
(Pj,  Pg)  des  vorgelegten  Grössensystems  eine  Lücke  in  dem- 
selben an  oder  das  System  ist  unstetig.^) 

Oder  es  giebt  entweder  in  der  ersten  Gruppe  des  Schnittes  eine 
grösste  oder  in  der  zweiten  eine  kleinste  Grösse.  Beides  zugleich 
kann  nicht  stattfinden.  Denn  angenommen,  es  sei  G  die  grösste 
Grösse  in  der  ersten,  K  die  kleinste  in  der  zweiten  Gruppe,  so  müsste 
G  <iK  sein.  Dann  aber  gäbe  es  zufolge  der  Eigenschaft  7)  Grössen 
M  derart,  dass  (r  <  Jf  <  jK"  ist.  Dies  ist  aber  unmöglich,  da  M 
weder  zur  ersten,  noch  zur  zweiten  Gruppe  gehören  könnte.  —  In 
diesem  zweiten  Falle  wird  vom  Schnitte  (Pj,  Pg)  des  Grössensystems 
keine  Lücke  desselben  aufgezeigt. 

Das  Grössensystem  ABC  heisst  stetig  und  zwar  von  einer 
Dimension,  wenn  jeder  mögliche  Schnitt  desselben  von  der  zweiten 
Art  ist.  Zur  Stetigkeit  eines  absoluten  Grössensystems  gehört  dem- 
nach ausser  den  Voraussetzungen  1) — 15)  in  Nr.  1  noch  die  folgende: 

16)  (^  VI).  „Theilt  man  die  Grössen  des  Systems  so  in  zwei 
Gruppen,  dass  jede  einer  und  nur  einer  Gnippe  angehört  und  dabei 
jede  Grösse  der  ersten  Gruppe  kleiner  ist  als  eine  der  zweiten,  so  ist 
entweder  in  der  ersten  Gruppe  eine  grösste  oder  in  der  zweiten  eine 
kleinste  Grösse  vorhanden." 

Es  fragt  sich  nun,  ob  neben  dieser  neuen  Forderung  nicht  eine 
der  früheren  entbehrlich  wird.  Dies  ist  in  der  That  der  Fall  be- 
züglich der  14.  und  15.  Es  besteht  nämlich  der  Satz:  „Genügen  die 
Grössen  ABC  ■■•  den  Forderungen  1) — 13)  und  16),  so  lässt  sich 
erstens  jede  Grösse  A  in  beliebig  viele  {n)  gleiche  Theile 
theilen  und  es  gilt  zweitens  das  Axiom  des  Archimedes 
(V.  in  Nr.  1)."^) 


1)  Das  auf  S.  106  angeführte  incommensurable  Grössensystem  ist  nach  dem 
am  Schlüsse  voij  Nr.  8  Bemerkten  unstetig. 

2)  Dieser  Satz  befindet  sich  schon  in  den  „Vorles.  über  allg.  Arithmetik" 
I.  S.  82,  sein  zweiter  Theil  wurde  aber  infolge  der  von  G.  Veronese  gegen  den 
Beweis  desselben  erhobenen  Einwendungen  zurückgezogen  (vgl,  Math.  Ann. 
39.  Bd.  S.  107).  Kürzlich  hat  jedoch  0.  Holder  (Leipziger  Berichte  1901  S.  10) 
zu  diesem  Theilsatze  einen  neuen  Beweis  geliefert,  welcher  seiner  Wesenheit 
nach  in  den  Text  aufgenommen  ist.  —  A.  a.  0.  S.  13  bringt  Holder  die  über- 
raschende Bemerkung,  dass  wenn  man  die  Forderung  11)  S.  100  so  formuliert: 
„J.  -f  -ß  ist  grösser  als  A  und  als  B"  und  zur  Forderung  13)  den  Zusatz:  „und 
eine  Grösse   Y,  so  dass  Y  -\-  B  =^  Ä  ist"  macht,  alsdann  die  das  commutative 
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Beweis.  Zum  1.  Theile.  Man  bemerke  zunächst,  dass  zu  jeder 
Grösse  B  des  Systemes  solche  Grössen  Y  in  demselben  sich  angeben  lassen, 
dass  nY  <C  B  ist.  Man  braucht  ja  nur  B  [mit  Hilfe  der  Sätze  7)  und  13)] 
in  n  ungleiche  Theile  zu  zerlegen  und  Y  den  kleinsten  von  ihnen  sein  zu 
lassen.  Würde  man  nun  annehmen,  es  sei  keine  Grösse  X  im  Systeme 
\'orhanden,  derart  dass  nX  =  A  ist,  so  könnte  man  eine  Lücke  in  dem- 
selben nachweisen,  was  gegen  die  Voraussetzung  16)  wäre.  In  der  That 
müsste,  wenn  P  eine  beliebige  Grösse  des  Systemes  bezeichnet,  nP  ent- 
weder kleiner  oder  grösser  als  Ä  sein.  Dass  es  Grössen  von  der  ersteren 
Beschaffenheit  giebt  wurde  soeben  bemerkt.  Zu  denen  der  letzteren  Art 
^^ehört  jede  Grösse  J.' >  J..  Wir  bilden  nun  aus  den  Grössen  P^,  deren 
//-faches  kleiner  als  A  ist,  die  erste,  aus  den  Grössen  Pg,  deren  w-faches 
grösser  als  A  ist,  die  zweite  Gruppe  eines  Schnittes  unseres  Systemes. 
Dann  ist  nP^  <inP2^  mithin  P,  <  P2.  Ferner  befindet  sich  in  der  ersten 
Gruppe  eine  Grösse  grösser  als  P^  und  in  der  zweiten  eine  kleiner  als  Pg. 
Bestimmen  wir  nämlich  eine  Grösse  Y^  so,  dass  nY^  <^  A  —  nP^  ist,  so 
haben  wir  n  (Pj  -f-  Y^)  <  A.  Und  nehmen  wir  Yg  so  an,  dass 
n  Y^  < nP^  —  A  ist,  so  haben  wir  A<Cn (Pg  —  Y^).  Der  Schnitt  (P^ ,  Pg) 
würde  also  eine  Lücke  im  Systeme  anzeigen. 

Zum  2.  Theile.  Es  sei  A^  B.  Wir  zeigen,  dass  wenn  es  keine 
solche  natürliche  Zahl  ^9  geben  würde,  dass  A<CpB  ist,  alsdann  das 
System  eine  Lücke  aufweisen  würde.  Nehmen  wir  in  der  That  an,  dass 
für  jede  natürliche  Zahl  n  nB  <i  A  sei,  so  können  wir  das  gegebene 
System  in  zwei  Gruppen  zerlegen.  Die  erste  wird  gebildet  von  allen 
Grössen  P^,  welche  die  Eigenschaft  haben,  dass  was  auch  n  für  eine 
natürliche  Zahl  sein  mag,  stets  nP^<i  A  ist;  die  zweite  Gruppe  von  den 
Grössen  Pg,  zu  deren  jeder  eine  solche  natürliche  Zahl  m  gehört,  dass 
mP^'^A  ist.  Eine  Grösse  Pj  ist  J?,  eine  Grösse  Pg  jede  Grösse  A' 
grösser  als  A.  Alsdann  ist  P^^  P^\  denn  wir  haben  einerseits  für  ein 
gewisses  m  mP^'^  A^  andererseits  A  >►  mP^,  folglich  mPg  >  wPj  d.  i. 
P,2^  P^.  —  Ist  nun  P^  irgend  eine  Grösse  der  1.  Gruppe,  so  befindet 
sich  darin  eine  Grösse,  welche  grösser  als  P^  ist.  Denn  was  auch  n  sein 
mag,  können  wir  Grössen  Y^  angeben  derart  dass  nY^<iA  —  wP^,  also 
n(P^-\-  Y^)  <  JL  ist.  Somit  giebt  es  in  der  1.  Gruppe  keine  grösste 
Grösse.  Ebensowenig  befindet  sich  in  der  2.  eine  kleinste  Grösse.  Denn 
da  zu  jeder  Grösse  Pg  der  2.  Gruppe  eine  solche  ganze  Zahl  m  gehört, 
dass  mPg  >  A  ist,  so  giebt  es  auch  Grössen  Y^  derart  dass  mP^ — A^mY^^ 
folglich,  wenn  Y^  <  P^  gewählt  wird,  m  (Pg  —  Yg)  ^  ^  ^^t.  Also  haben 
wir  in  der  2.  Gruppe  neben  jeder  Grösse  P^  eine  kleinere.  —  Aus  dem 
Vorstehenden  ergiebt  sich  das  Vorhandensein  einer  natürlichen  Zahl  p 
derart  dass  pB^  A  ist.  Also  ist  entweder  pB  ^  A  oder  wenn  pB  =  A 
sein  sollte,  (p  -\-  1)  B  '>  A. 

Eine  vollständige  Darstellung  der  vier  Grundoperationen  an  den 
absoluten  Strecken  giebt  E.  V.  Huntington  („Ueber  die  Grundoperationen 
an  den  absoluten  und  complexen  Grössen  in  geometrischer  Behandlung"  1901). 


Gesetz  der  Addition  enthaltende  Forderung  10)  als    eine  Folgerung    der    For- 
derungen 1)— 4),  7)— 9),  11),  13)  und  16)  erscheint. 

Stolz  u.  Gmeiner,  theoret.  Arithmetik.  II.  9 
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8.  Ergänzung  eines  unstetigen  Systems  von  absoluten  Grössen 
zu  einem  stetigen  System,  insbesondere  des  Systems  der  absoluten 
rationalen  Zahlen  zu  dem  der  absoluten  reellen  Zahlen. 

Wir  denken  uns  ein  unstetiges  System  TL  von  absoluten  Grössen 
welche  die  Forderungen  I) — V)  bezw.  1) — 15)  in  Nr.  1  befriedigen, 
vorgelegt. 

Dann  setzen  wir  fest,  dass  jedem  eine  Lücke  anzeigenden 
Schnitte  (P^,  Pg)  des  Systemes  77  eine  und  nur  eine\) 
Grösse  S  zugeordnet  werde,  welche  grösser  als  jede  zur  ersten 
Gruppe  des  Schnittes  gehörige  Grösse  P^,  kleiner  als  jede  zur  zweiten 
gehörige  Grösse  Pg  heissen  soll.  Das  aus  den  Grössen  77  und  den 
neu  hinzugefügten  Grössen  S  bestehende  System  sei  mit  E  be- 
zeichnet. 

Es  lassen  sich  nun  Regeln  über  die  Vergleichung  der  neuen 
Grössen  S  untereinander  aufstellen,  selbstverständlich  unter  Beachtung 
der  Forderungen  1) — 6).  Dabei  besteht  der  Satz  7)  auch  für  das 
System  E  und  es  zeigt  sich,  dass  dieses  System  keine  Lücken 
mehr  darbietet  [Ford.  16)].  Endlich  kann  die  Summe  je  zweier 
Grössen  von  E  so  erklärt  werden,  dass  die  Forderungen  8) — 13)  er- 
füllt sind.     Das  System  Z  ist  somit  stetig. 

Für  die  Arithmetik  ist  dieser  Satz  nur  insofern  von  Bedeutung, 
als  man  mittelst  desselben,  wie  wir  sogleich  näher  andeuten  werden, 
die  irrationalen  Zahlen  einführen  kann.  Da  wir  indess  zu  diesen 
Zahlen  im  YIL  Abschnitte  auf  einem  andern  Wege  gelangen  werden, 
so  haben  wir  den  Satz  hier  nicht  nöthig  und  brauchen  daher  auf  die 
ziemlich  umständliche  Begründung  desselben^)  nicht  einzugehen. 

Einen  besonderen  Fall  des  Systemes  77  bildet  das  System  der 
absoluten  rationalen  Zahlen.  Dass  es  Lücken  aufweist  lässt  sich  leicht 
zeigen.  Ist  a  eine  rationale  Zahl,  welche  nicht  die  m-ie  Potenz  einer 
andern  ist,  so  ist  die  m-ie  Potenz  jeder  absoluten  rationalen  Zahl 
entweder  kleiner  oder  grösser  als  a.  Diese  Zahlen  zerfallen  somit  in 
zwei  Gruppen,  in  Zahlen  7t^,  deren  m-te  Potenz  kleiner,  und  in  Zahlen 
jTj,  deren  m-ie  Potenz  grösser  als  a  ist.  Da  demnach  jeJ*  <  ti^  ist, 
so  ist  it^  <Jt2.  Durch  einen  Blick  auf  den  Satz  11)  S.  95  erkennen 
wir  ferner,  dass  weder  die  erste  Gruppe  eine  grösste,  noch  die  zweite 
eine  kleinste  Zahl  enthält.  Der  Schnitt  (jr^,  jTg)  des  rationalen 
Zahlensystems  zeigt  somit  eine  Lücke  desselben  an.  Das  System  der 
rationalen  Zahlen  ist  demnach  nicht  stetig.  Um  es  zu  einem  stetigen 
Systeme    zu    ergänzen,    ordnet    man   jeder    seiner    Lücken    eine    neue 


1)  Dieser  Zusatz  ist  wesentlich,  denn  es  könnte   dem  Schnitte  auch  mehr 
als  eine  Grösse  entsprechen. 

2)  Vgl.  0.  Stolz,  Math.  Ann.  ßd.  39  S.  109. 
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Zahl   zu.     So    gelangt    man   nach   R.  Dedekind^)    zu   den   irratio- 
nalen Zahlen. 

D.  Hubert^)  ist  der  Ansicht,  dass  das  Axiom  16)  auf  S.  114  in 
der  Lehre  von  den  absoluten  reellen  Zahlen  ersetzt  werden  könne  durch 
ein  neues  Axiom  des  Inhaltes,  dass  diese  Zahlen  ein  System  von  Dingen 
bilden,  welches  bei  Aulrechterhaltung  der  sämmtlichen  übrigen  Axiome 
[d.  i.  der  früher  angeführten  l) — 15),  der  Axiome  der  Multiplication 
(Satz  1) — 5)  auf  S.  22)  und  des  Axioms  von  der  Existenz  des  Quotienten] 
keiner  Erweiterung  mehr  fähig  ist.  Dasselbe  bezeichnet  er  als  das 
Axiom  der  Vollständigkeit. 


9.  Relative  Grössen.  —  Aus  jedem  Systeme  von  absoluten 
Grössen  A  B  C  •  -  lässt  sich  formell  durch  das  Verfahren  der  Grrössen- 
paanmg  eines  von  relativen  Grössen  ableiten.  Man  braucht  zu  diesem 
Zwecke  nur  in  III.  13  das  System  der  absoluten  rationalen  Zahlen 
a  ^  y  •  •  •  durch  das  vorgelegte  System  AB  C  ••  zu  ersetzen.  Man 
kann  jedoch  die  Erweiterung  des  letzteren  Grössen systemes  zu  einem 
relativen  auch  unmittelbar  vornehmen,  wie  wir  am  Beispiele  der  re- 
lativen Strecken  sogleich  sehen  werden. 

Nach  der  Natur  der  zu  Grunde  liegenden  absoluten  Grössen 
haben  wir  auch  die  relativen  Grössen  in  eigentliche  und  uneigent- 
liche einzutheilen.  Ein  Beispiel  der  letzteren  bilden  die  complexen 
Zahlen  aus  zwei  Einheiten  (vgl.  X.  1 — 4).  Jedes  System  von  rela- 
tiven Grössen  erfüllt  die  Forderungen  1) — 10),  12),  14)  in  Nr.  1, 
während  an  Stelle  von  13)  die  ausnahmslose  Ausführbarkeit  der 
Subtraction  tritt.  Kommt  dazu  noch  die  Eigenschaft  16)  auf  S.  114, 
so  heisst  das  System  der  relativen  Grössen  ein  stetiges  von  einer 
Dimension. 

Die  relativen  Strecken.  Wie  man  aus  den  absoluten  Strecken 
in  Nr.  4  die  relativen  ableitet,  geht  aus  IV.  5  hervor.  Nur  hat  man 
jetzt  die  Strecken  AB  auf  der  Geraden  XX.'  lediglich  als  geometri- 
sche Objecte  mit  Rücksicht  auf  ihr  Zeichen  in  Bezug  auf  die  in 
jener  Geraden  festgesetzte  positive  Richtung  aufzufassen.  Daher 
entfällt  die  a.  a.  0.  geltende  Beschränkung,  dass  diese  Strecken 
sämmtlich  zu  einer  fest  angenommenen  commensurabel  sein  sollen.  Ihnen 
werden  die  uneigentlichen  Strecken  AA^  unter  A  irgend  einen  Punkt 


1)  Stetigkeit  u.  irrat.  Zahlen  S.  19.  —  Die  Dedekind'sche  Theorie  der 
irrationalen  Zahlen  ist  von  J.  Tannery  angenommen  (vgl.  Le90ns  d'Arithmetique 
1894  S.  378).  M.  Pasch  (Einleitung  in  die  Diff.-  u.  Integi-alrechnung  1882) 
trägt  sie  mit  der  Abändeinrng  vor,  dass  er  den  Schnitt  durch  die  „Zahlstrecke" 
ersetzt. 

2)  Vgl.  Jahresbericht  der  deutschen  Mathematikervereinigung  1900  S.  183, 
Göttinger  Nachrichten  1900  S.  265. 
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von  XX'  verstanden^  zugesellt^  von  denen  je  zwei  einander  gleich 
heissen.  Zwei  eigentliche  Strecken  AB,  A' B'  der  Geraden  XX' 
heissen  dann  und  nur  dann  einander  gleich,  wenn  die  absoluten 
Strecken  ABj  A' B'  sich  zur  Deckung  bringen  lassen  und  ausserdem 
die  Richtung  von  A  nach  B  die  nämliche  ist,  wie  die  von  A' 
nach  B\  Sind  die  absoluten  Strecken  AB\^  \A'B'  einander 
gleich,  erfolgt  jedoch  der  Uebergang  von  AtaxBir  entgegengesetztem 
Sinne,  wie  von  A'  zu  B'j  so  heissen  die  Strecken  AB,  A' B'  einander 
entgegengesetzt.  Die  Strecke  AB  heisst  grösser  oder  kleiner  als 
A'B\  je  nachdem  die  Strecke  BC,  wobei  C  der  Endpunkt  der  A' B' 
gleichen  Strecke  AC  ist,  negativ  oder  positiv  ist  (vgl.  Fig.  III  auf 
S.  83).  Die  un eigentliche  Strecke  AA  heisst  kleiner  als  jede  posi- 
tive, grösser  als  jede  negative  Strecke.  Diese  Erklärungen  entsprechen 
den  Forderungen  1) — 6)  auf  S.  100. 

Erklärung  der  Summe  zweier  Strecken.  Unter  der 
Summe  AB  -\-  DE  ist  zu  verstehen  die  Strecke  AC,  deren  End- 
punkt durch  die  Construction  der  Strecke  BC  =  DE  auf  XX'  ge- 
funden wird.     Insbesondere  ist 

AB  +  BC=Aa 

Zufolge  dieser  Erklärung  ist 

AA  +  AB  =  AB    AB  +  BB  =  AB    AA  +  DD  =  AA.     (!> 

Die  unter  sich  gleichen  uneigentlichen  Strecken  spielen  also  die  Rollt 
des  Modulus  dieser  Addition  und  werden  daher  sämmtlich  durch  das 
Zeichen  0  dargestellt.  Demnach  erseheinen  die  Formeln  (1)  in  der 
Gestalt 

0-\-  AB  =  AB  +  0  =  AB,       0  +  0  =  0.  (2) 

Wir  haben  ferner  die  Formel 

AB  +  BA  =  AA  =  0.  (3) 

Aus  der  Erklärung  der  Summe  ergeben  sich  unmittelbar  die  den 
Forderungen  8) — 11)  entsprechenden  Sätze: 

1)  Ist^^=^'J8',  DE=D'E',soisiAB-{-DE==A'B'  +  D'E'. 

2)  {AB-\-BC)  +  CD  =  AB  +  {BC+CDy, 

denn  die  linke  Seite  liefert  AC+CD=AD,  die  rechte  AB+BD=AD. 

3)  AB+BC  =  BC  +  AB. 

Denn  es  ist,  wie  die  Figur  zeigt,  AC  =  BD,  falls  CD  =  AB  ge- 
macht wird. 

4)  Ist  BOBC,  so  ist  AB  +  BOAB  +  BC. 

Denn  da  CC  eine  negative  Strecke  ist,  so  hat  man  AC^AC. 

Der  Gleichung  AB+BX=AC  genügt  die  Strecke  BX=BC 
und  nur  sie  und  die  ihr  gleichen.  Die  Subtraction  ist  somit  stets 
ausführbar  und  eindeutig;  man  hat 

AC  —  AB=^BC. 
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Insbesondere  ist  zufolge  der  Formeln  (2)  und  (3) 

0  —  0  =  0     ÄB  —  ÄB=0    0~ÄB  =  BÄ. 

Für  die  letzte  Differenz  schreibt  man  — ÄB-^  es  ist  also  BÄ  =  —  AB. 

Man    kann,    wie    die    Planimetrie    lehrt,    jede    Strecke    AB    in 

n  gleiche  und  mit  dem  Vorzeichen,  das  sie  selbst  hat,  versehene  Theile : 

AB^  =  B^B^  =  ...  =  B^_^B„_^  =.  B^_^B 

th eilen.     Es  ist  also  nAB.  =  AB,    AB.  =      AB. 

1  '  1        ^ 

Die  vorstehenden  Sätze  und  Formeln  gestatten  sinngemässe  An- 
wendung auf  Strecken  in  parallelen  Geraden,  woferne  nur  die  posi- 
tiven Richtungen  in  denselben  auf  gleiche  Weise  d.  i.  so  angenommen 
werden,  dass  sie  von  der  nämlichen  Seite  einer  die  gegebenen  Ge- 
raden schneidenden  auf  die  andere  übertreten. 

In  ähnlicher  Art  lassen  sich  die  relativen  Winkel  einführen, 
vgl.  XL  5. 


VI.  Abschnitt.       • 

Theorie  der  Verhältnisse  nach  Enclid.     Ableitung  der 
reellen  Zahlen  ans  denselben. 

1.  Man  sagt  von  je  zweien  gleichartigen  absoluten  Grössen 
im  engeren  Sinne,  dass  die  eine  ein  Verhältniss  zur  anderen  habe 
fEuclid.  V.  def.  4).  Mithin  wird  je  zweien  solcher  Grössen,  die  in 
eine  bestimmte  Reihenfolge  Ä  B  gebracht  sind,  ein  neues  Object  zu- 
geordnet, welches  das  Verhältniss  A  zu  B  heisst  und  die  Bezeich- 
nung A  :  B  erhält.  A  heisst  das  Vorderglied,  B  das  Hinterglied. 
Die  Verhältnisse  gleichartiger  Grössen  entstehen  also  aus  ihnen  durch 
das  schon  in  III.  7  eingeführte  Verfahren  der  Paarung  und  können 
daher  auch  Grössenpaare  genannt  werden.  Die  Bezeichnung  (A,  B) 
wäre  sogar  der  gebräuchlichen  A  :  B  vorzuziehen^),  lässt  sich  aber 
jetzt  kaum  mehr  durchführen.  —  Unser  Ding  ist  noch  ohne  Eigen- 
schaften, kann  also  solche  erhalten  —  und  zwar  in  verschiedener 
Weise  —  nach  dem  schon  im  3.  Abschnitte  angewandten  Verfahren, 
indem  wir  es  zuerst  zu  einer  Grösse  machen  und  dann  Verknüpfungen 
zwischen  den  neuen  Grössen  definiren.  Im  folgenden  sollen  A,  B, 
C  ■  ■  gleichartige  absolute  Grössen  im  engeren  Sinne,  a,  h,  c  •  •  • 
natürliche,  a,  ßj  y  ■  ■  -  absolute  rationale  Zahlen,  a,  b,  c  •  •  •  Verhält- 
nisse bedeuten. 

Wir  können  zunächst  festsetzen,  es  soll  A  :  B  gleich,  grösser, 
kleiner  als  A' :  B'  sein,  je  nachdem  A  -\-  B'  gleich,  grösser,  kleiner 
als  B  -\-  A'.  Die  formalen  Bedingungen  nach  I.  2,  5  sind  erfüllt 
(vgl.  III.  8  und  10),  somit  die  Definitionen  zulässig.  Ferner  wollen 
wir  das  Verhältniss  (A  -f-  ^')  •  (-^  +  ^  ^  ^^^  Summe  von  A  :  B  und 


1)  Wenn  man  unter  den  eigentlichen  absoluten  Grössen  A,  B,  C  nicht 
gerade  die  absoluten  Zahlen  versteht,  so  wird  von  der  Division  derselben  nicht 
die  Rede  sein,  dann  kann  also  das  Verhältniss  A  :  B  nicht  mit  einem  Quo- 
tienten verwechselt  werden.  Versteht  man  aber  unter  A,  B,  C  die  abso- 
luten Zahlen,  so  darf  man  das  arithmetische  Verhältniss  von  A  :  B  nicht  mit 
A  :  B  bezeichnen,  weil  dasselbe  vom  Quotienten  A  :  B  verschieden  ist;  man 
muss  dafür  (J.,  B)  schreiben. 
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A'  :  B'  bezeichnen,  wobei,  wie  man  wie  a.  a.  0.  finden  wird,  dieselben 
Sätze  gelten,  wie  bei  der  Addition  der  relativen  Zahlen  (III.  13)  und 
der  relativen  Grössen  (V.  9).  Die  Snbtraction  ist  auch  hier  stets 
möglich  und  zwar  nur  auf  eine  Weise.  —  Die  dergestalt  bestimmten 
Verhältnisse  hat  man  arithmetische  genannt.  Das  arithmetische 
Verhältniss  stellt  eine  Erweiterung  der  Differenz  Ä  —  B  auf  den  Fall 
wo  A^Bj  dar  und  ist  daher  entbehrlich,  wenn  eine  solche  bereits 
dadurch  erzielt  ist,  dass  aus  den  absoluten  Grössen  A,  B,  C  •  •  • 
relative  abgeleitet  wurden. 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Aufstellung  der  geometrischen 
Verhältnisse,  welche  in  der  Geometrie  der  Alten  als  Ersatz  für  die 
irrationalen  Zahlen  unentbehrlich  waren.  Und  zwar  wollen  wir  ihre 
Theorie  zunächst  in  der  Gestalt  vorführen,  wie  sie  im  5.  Buche  der 
Euclid'schen  Elemente  vorliegt.  —  In  Zukunft  ist  unter  „Verhältnis" 
immer  das  „geometrische"  zu  verstehen. 


2.    In  V.  3  ist  bemerkt,  dass  man  unter  dem  Verhältnisse  zweier 

commensurabelen    Grössen    A==aM,    B=hM    den    Quotienten    -r 

verstehe.     Daraus   folgt,   dass   wenn   a  ß  beliebige   absolute  rationale 
Zahlen  bedeuten  und  A  =  aM,  B  =  ßM  ist,   das  Verhältniss  A  :  B 

die  Zahl  ^   sei.     Insbesondere  heisst  der  Quotient  ^   das  Verhältniss 

der  ganzen  Zahl  a  zur  ganzen  Zahl  h^  der  Quotient  -^  das  Verhältniss 
der  Zahl  cc  zur  Zahl  ß. 

Stellen  wir  neben  A  B  ein  zweites  Paar  commensurabeler,  aber 
nicht  nothwendig  mit  ihnen  gleichartiger  Grössen  A\  B'  —  es  sei 
A'  =  aM\    B'  =  h'M'  — ,    so    nennt    man    A  :  B    gleich,    grösser, 

kleiner  als  A'  :  B',  je  nachdem   die  Zahl   zr  gleich,  grösser,  kleiner 

als  p  •      \^i   A  =  B,    A'  =  B',    so    ist    demnach    A  :  B  =  A' :  B\ 

Je   zwei    gleiche    Grössen    stehen   zu    einander    im    „Verhältnisse    der 
Gleichheit". 

Um  die  Definition  'der  gleichen  Verhältnisse  auf  Paare  incommen- 
surabeler  Grössen  zu  erweitern,  suchen  wir  zunächst  eine  solche 
Eigenschaft  von  zwei  commensurabelen  Grössenpaaren  AB^  A'B\ 
deren  Verhältnisse  einander  gleich  sind,  auf,  welche  auch  dann  einen 
Sinn  hat,  wenn  die  Paare  incommensurabel  sind.  Es  sei  also  A  =  aMj 
j9=  hM'^  A'  =  aM',  B'  =  h' M'  und  ah'  =  a'h.  Bezeichnen  m,  n 
irgend  zwei  natürliche  Zahlen,  so  wird  ma  entweder  gleich  oder 
grösser  oder  kleiner  als  nh  sein.  Multiplicirt  man  beide  Seiten  jeder 
dieser  Relationen  mit  h'  und   dividirt  dann  durch  h,  so   findet  man 
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entsprechend  ma  gleich,  grösser,  kleiner  als  nh'.  Mithin  ist  wegen 
hA  =  aB,  ¥A'  =  a  B'  neben 

mA^nB      simultan      mA'  =  nB\ 

Dieser  Satz  gestattet  die  folgende  ümkehrung,  welche  für  unseren 
Zweck  unerlässlich  ist. 

Satz.  „Angenommen  dass  für  alle  Paare  pq  von  relativen 
Primzahlen  mit  Ausnahme  eines  einzigen  gh  den  Relationen 
pA^qB  entsprechen  die  folgenden:  pA'^qB',  während  für 
das  letztere  Paar  die  Gleichung  gA  =  kB  besteht,  so  muss  auch 
gA'  =  JiB'  sein." 

Beweis.  Bedeutet  m  eine  beliebige  durch  g  nicht  theilbare 
Zahl,  nur  so  gewählt  dass  mA^  B,  so  kann  mA  kein  Vielfaches 
von  B  sein,  so  dass  nach  Y.  2  eine  ganze  Zahl  n  existirt,  wofür 
nB  <imA  <^(n  -\-  1)  B.  Daraus  folgt  durch  Multiplication  mit  g 
vermöge  der  Gleichung  gA  =  kB  ng  <  mh  <  (n  -|-  l)g  und  femer 
zufolge    Voraussetzung    nB'  <i  mA'  <i  (n  -\-  1)  B\      Nun    kann    man 

nach  V.  6  zeigen,  dass  gA'  ==  hB\  Wäre  nämlich  A'  >  B\  so 
hätte  man 

gm  mm 

Da  m  so  gross  angenommen  werden  kann,  dass  —  B'  kleiner  ist  als 
eine  beliebige  mit  A'B'  gleichartige  Grösse  D',  so  wäre  dieser  Unter- 
schied kleiner  als  D\     Somit  muss    A'  <i  -  B'  sein.     Es  kann  aber 

-^     g 

auch   A'  nicht   <  -^  jB'    sein,  da  auch      B'  —  A'  <Z  —   sein   müsste. 

Folglich  bleibt  nur  übrig,  dass  gA'  =  hB'  ist. 

Nunmehr  können  wir  die  folgende  Definition  aufstellen: 
Def.  1.     Bezeichnen    m,    n    irgend    ein    Paar    natürlicher 
Zahlen,  so   dass  mA^^nB,  und  ist  simultan  mit  diesen  Re- 
lationen  mA'  ^nB'j    so    sollen    die    Verhältnisse    A:B  und 
A' :  B'  einander  gleich  sein.    (Eucl.  V.  Def.  5.)^) 

Die  formalen  Bedingungen  von  I.  2  sind  hier  erfüllt.  1)  Ist 
A:B=A':B'j  so  ist  auch  A' :  B'  =  A  :  B.  Bedeuten  m'  n'  zwei 
beliebige  ganze  Zahlen,  nur  so  gewählt,  dass  7n'A'  und  n'B'  ungleich 
sind,  so  kann  nicht  m'A^n'B  sein,  da  dann  nach  dem  obigen 
Satze  m'^'  =  n'B'  sein   müsste.     Ist  aber  m'A  ^  n'B,    so  muss 


< 


zu- 


1)  Euclid  bezeichnet  die  Gleichheit  der  Verhältnisse  als  xaxnorrig  oder 
hiLOLoxri?  T&v  Xoyav;  doch  kommt  schon  im  Alterthume  der  Ausdruck  iooTrig 
Xoycov  vor  (vgl.  Hankel,  z.  Gesch.  d.  Math.  S.  .395).  Bei  Vergleichung  von 
Verhältnissen  wird  manchmal  das  Zeichen  ::  anstatt  =  gebraucht. 
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folge  der  Voraussetzung  entsprechend  m'A'^n'B'  sein.  Mithin 
hat  man  neben  m'A'  ^  nB'  stets  entsprechend  m'A^  n'B.  Un- 
mittelbar ergiebt  sich:  2)  Ist  A:  B  =  A' :  B'  und  A' :  B'  =  A" :  jB", 
so  ist  A:B=A":B"  (Euch  V.  prop.  11).  3)  Ist  A  =  A\  B  =  B\ 
so  ist  A  :  B  =  A' :  B'  (1.  c.  prop.  7). 

Ccrollare.  l)  „Ist  das  Verhältniss  zweier  Grössen  A  B  gleich  dem 
X'erhältnisse  der  natürlichen  Zahlen  a  h  d.  i.  hat  man  A  :  B  =  a  :b,  so 
<ind  die  Grössen  A,  B  commensurabel"  (Eucl.  El.  X.  prop.  6).  Denn 
wenn  stets  neben 

ma  ^nh     entsprechend     mA^nB 

ist,  so  hat  man  zufolge  des  vorstehenden  Satzes  neben  ha  ==  ah 
hA  =  aB.  Wird  A  =  aM  gesetzt,  so  ist  mithin  B  =  h31.  —  Aus 
diesem  Corollare  ergiebt  sich  unmittelbar: 

2)  „Incommensurabele  Grössen  können  sich  nicht  verhalten  wie  natür- 
liche Zahlen"  (a.  a.  0.  prop.  7).  Denn  wäre  ihr  Verhältniss  einem  Zahlen- 
verhältnisse gleich,  so   wären  sie  eben  commensurabel. 

3)  „Ist  A  :  B  =  A'  :  B'  und  die  Grössen  A^  B  sind  commensurabel 
(ist  also  A  =  aM  B  =  hM)^  so  sind  auch  die  Grössen  A\  B'  com- 
mensurabel und  zwar  sind,  wenn  A'  =  an\  B'  =  h'n  gesetzt  werden 
kann,  die  Brüche  ajh  ajh'  einander  gleich."  —  Da  hA  =  aB^  so  ist 
nach  dem  obigen  Satze  hA'  =  aB' .  Setzt  man  nun  A'  =  aJV,  so  folgt, 
dass  B'  =  hN  ist.  Daher  besteht  nach  einer  Bemerkung  auf  S.  105  die 
Gleichung  a/h  =  a'/V. 

3.  Das  grössere  Verhältniss.  —  Wenn  die  Grössenpaare  AB, 
A'B'  commensurabel  sind,  so  hat  mau,  wie  oben  bemerkt,  A:  By-A'iB' 
falls  aV  ^  ab.  Lassen  wir  wieder  m,  n  beliebige  Zahlen  sein,  so 
ergiebt  sich  leicht:  1)  Ist 

a         na 

so  hat  man  neben  mA  >  nB,  mA'  <  nB':  2)  ist  —  ==  i-,  so  neben 

^  ^     ■'  m         b  ^ 

niA  =  nB    mA'  <  nB'    und    wenn    —  =  ^,    so    neben    mA  >  nB 

m         b   ' 

mA'  =  nB';    3)  ist  —  >  ^,  so  hat  man  neben  mA<^nB  mA'<^nB' 

und  wenn  —  <  rr,  so  neben  mA  >  nB  auch  mA'  >  nB'. 
m  ^  b   ^ 

Wie    diese    Relationen    zusammenhängen,    lehren    die    folgenden 

Sätze:  1)  „Giebt  es  ein  Zahlenpaar  m,  n,  so  dass  neben 

mA  >  nB        mA'  ^  nB',  (a) 

so  ist  stets  neben 

pA  <  qB  pA'  <  qB'.'' 

Denn  aus  pA<iqB  folgt 

pnA  <  qnB^  qmA, 
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also  pn  <  qm  und  somit 

pnÄ'  <  qmÄ'  ^  qnB', 

also  pÄ'  <^  qB\  —  2)  Auf  ähnliche  Weise  wird  gezeigt,  dass  wenn 
neben  den  Beziehungen  (a),  die  Annahme  niÄ  =  nB  mA'  =  nB' 
aber  ausgeschlossen,  die  Beziehung  pA  =  qB  besteht,  alsdann  auch 
pA'  <  qB'  sein  muss.  —  3)  Ist  neben 

kA  >  IB        kA'  =  IB', 

so  giebt  es  auch  Zahlenpaare  m,  n,  so  dass  neben 

mA  >  nB        mA'  <  nB\^^ 

Denn  zwischen   jB  und  A  liegen  unzählige  Grössen  -   B  (Satz  11) 

auf  S.  105),  also  hat  man  mA^nB  und  i-  <  — ,  somit  J.'=  i-  J5'<  —  B' 

^^  k        m  ^  km 

d.  i.  niA'  <  nB\ 

Das  Vorstehende  hat  geführt  zu 

Def.  2  (Euch  V.  def.  7).  „Es  steht  A  im  grösseren  (klei- 
neren) Verhältnisse  zu  B,  als  A'  zu  B\  wenn  mindestens  ein 
Zahlenpaar  m,  n  existirt,  so  dass  zugleich 

mA^nB    mA'  ^nB'         (niAKnB    mA'  >nB') 

ist,  jedoch  nicht  in  beiden  Beziehungen  das  Gleichheits- 
zeichen steht."^) 

Die  formalen  Forderungen  von  I.  5  sind  erfüllt.  1)  Aus 
A:B>A':B'  folgt  A':B'<A:B.  2)  Die  aufgestellte  Disjunction 
unter  den  Verhältnissen  ist  vollständig.  —  Betrachtet  man  nämlich 
zunächst  solche  Zahlenpaare  nin,  dass  mA^  nB,  so  hat  man  ent- 
weder einmal  mA'  KnB'  d.  i.  A  :  B  >  A' :  B'  --  oder  es  ist 
stets  mA'  >  tiB'.  Geht  man  nun  über  zu  solchen  Paaren,  welche 
mA  <  nB  liefern,  so  ist  entweder  einmal  mA'  >  nB'  —  d.  i. 
A  :  B  ^  A' :  B'  oder  durchaus  auch  mA'  <  nB'^  in  welchem  Falle 
man  nach  der  1.  Del  A  :  B  =  A  :  B'  setzt.  3)  Ans  A  :  B  =  A' :  B' 
und  A''.B'>A":B"  folgt  A:B>A":B"  (Eucl.  V.  prop.  13). 
Denn  nach  Voraussetzung  giebt  es  solche  Zahlen  m',  «',  dass  neben 
m'A'>n  B'  m'A"  £  n'B"  (b).  Zufolge  der  Gleichung  A:B  =  A':B' 
muss  aber  neben  m'A' >  n'B'  entsprechend  m'A>ti'B  sein -^  denn 
wäre  m'A  <  n' B,  so  würde  auch  m'A'  <  n'B'  sein.  Wir  haben  also 
neben  m'A  ^  n'B  m'A"  <  n'B"j  somit,  da  hier  ebensowenig  als  bei 
(b)    das    Gleichheitszeichen   beidemal   stehen   kann ,    A  :  B  >  A"  :  B". 


1)  Wie  der  unmittelbar  vorhergehende  Satz  3)  an  die  Hand  giebt,  hätten 
wir  die  Gleichheitszeichen  in  diesen  Beziehungen  weglassen  können.  Wir  haben 
sie  beibehalten,  um  auch  für  den  Fall,  dass  eines  den  beiden  Grössenpaare 
AB,  A' B'  commensurabel ,  das  andere  incommensurabel  ist,  die  einfachsten 
Regeln  zur  Vergleichung  der  Verhältnisse  A  :  B  und  A'  :  B'  anzuführen. 
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4)  Aus  A:B>A:B'  und  A' .  B' >  A" :  B"  folgt  A'.B>A"'.B'\ 
Vermöge  der  Ungleichung  A\  B^  A'  iB'  giebt  es  Zahlen  m,  n,  so 
dass  neben  mA  ^  nB  mA'  <  nB'  ist,  und  vennöge  der  Ungleichung 
A'  :B'  y  A" :  B"  solche  m\n,  dass  neben  m'A'^n'B'  niA^'^nB" 
ist.  Ist  mA'  <inB',  so  muss  zufolge  des  obigen  Satzes  1)  mA"  <inB" 
sein,  die  gleiche  Beziehung  gilt  nach  dem  Satze  2)  auch,  falls 
mA'  =  nB'  sein  sollte;  denn  es  können  nicht  zugleich  m'A'  =  n'B' 
m'A"  =  n'B"  sein,  weil  dann  A' :  B'  =  A"  :  B"  wäre.  Wir  haben 
also  stets  neben  mA  >  nB  mA"  <  nB"  d.  i.  A:B>  A"  :  B". 


4.  Erste  Gruppe  von  Sätzen  über  Proportionen  und  Un- 
gleichungen.^) —  Gleichungen  zwischen  Verhältnissen  heissen  Pro- 
portionen.^) Sind  A  und  B  ungleiche  Grössen,  so  sind  die  Ver- 
hältnisse A  :  B  und  B :  A  von  einander  verschieden  und  zwar  ist 
neben  A>  B  A  :  B  ^  B  :  A.  Das  Verhältniss  B  :  A  heisst  das 
umgekehrte  von  A  :  B.  Unmittelbar  aus  den  vorhergehenden  De- 
finitionen folgen  die  Sätze: 

1)  „Ist  A'.B^A'iB',  so  hat  man  entsprechend  ^:J.<J5':7l'." 
Bezeichnen  a  ß  absolute  rationale  Zahlen,  so  hat  man: 
2)  „A:B=  aA:  ccB  (V.  15);  3)  neben  AiB^A'.B'  entsprechend 
cxA'.ßB^aA'  :ßB'"  (V.  4).3)  —  Der  Satz  2)  und  3)  im  Falle, 
dass  das  Zeichen  =  steht,  leuchten  unmittelbar  ein.  Ist  aber 
A:B^A':B'y  so  giebt  es  zwei  ganze  Zahlen  m,  w  derart,  dass 
neben  mA'>  nB  mA'  <CnB'  ist.  Dann  muss  nach  Satz  1)  in  Nr.  3 
neben  paA  <C  qßB  stets  paA'  <CqßB'  sein.  Wäre  nun,  falls  die 
ganzen  Zahlen  p  q  so  gewählt  sind,  dass  puA  >  qßB  ist,  immer 
auch  paA'  ^  qßB',  so  würden  nach  der  1.  Def.  auf  S.  122  die  Ver- 
hältnisse A  :  B  und  A' :  B'  einander  gleich  sein.     Da  dies  nicht  der 


1)  Hinsichtlich  der  Ungleichungen  unter  den  Verhältnissen  vgl.  die  Disser- 
tation von  C.  J.  Hauber:  Propositionum  de  rationibus  inter  se  diversis  de- 
monstrationes  etc.    Tubingae  179.S. 

Die  Sätze  in  Nr.  4  und  6  sind  nach  Euclid's  Vorgang  begründet,  ohne 
vom  Satze  in  Nr.  6  Gebrauch  zu  machen. 

Zur  Begründung  des  Rechnens  mit  den  Verhältnissen  (vgl.  Nr.  9)  bedarf 
man  aller  Sätze  der  Nr.  4  mit  Ausnahme  des  8.  und  dazu  der  Sätze  1)  und  2) 
in  Nr.  5. 

Einige  minder  wichtige  Sätze  aus  der  1.  Gruppe  sind  auf  S.  136  unter 
6)— 11)  angeführt. 

2)  Die  Gleichheit  zweier  Verhältnisse  heisst  bei  Euclid  (V.  def.  4)  ävccloyLa, 
welches  Wort  seit  Boethius  mit  proportionalitas  übersetzt  worden  ist.  Das 
Verhältniss  (Xoyog)  heisst  bei  letzterem  proportio ;  der  Gebrauch  des  Wortes  ratio 
in  diesem  Sinne  ist  neuern  Ursprungs  (^Hankel  a.  a.  0.  S.  .389). 

3)  Die  eingeklammerten  Verweise  beziehen  sich  auf  die  Sätze  des  5.  Buches 
der  Euclid'schen  Elemente. 
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Fall  sein  soll,  so  muss  es  ein  Zahlenpaar  p'q    geben,  derart  dass  neben 
paA>qßB  paA'<qßB  ist.     Demnach  ist  aÄ:  liB>  aÄ:  ßB\ 

4)  „Ist    Ä>Ä\    so    ist   Ä:B>Ä':B''    (V.  8).      Nach    V.  2 

ffiebt   es   Grössen   —  B,   sodass   Ä  >  —  >  Ä':    also    hat    man   neben 

mÄ  >  >^JB  m  J.'  <  nB  d.  i.  Ä  :  B  ^  Ä:  B.     Daraus  folgt  nach  I.  10: 

5)  „Ist  Ä:B>Ä:B,  so  ist  entsprechend  Ä^Ä\"  (V.  9 
und  10.)     Ist  Ä:B>Ä:B',  so  ist  B  <  jB'. 

6)  „Aus  Ä:B  =  Ä:B'  folgt 

(^  +  ^):^==(^'  +  50:-l'  ^d  (Ä±B):B=(Ä'±B'):B\ 
wobei  im  Falle  des  unteren  Zeichens  Ä^  B  vorauszusetzen  ist" 
(V.  18  und  17).  Wenn  p^q,  so  ist  sowohl  p{Ä  -{-  B)>  qÄ.  als 
auch  p  (Ä'  -\-  B)  >  qÄ'.  Ist  aber  p  <q,  so  hat  man  neben 
p{A  -\-  B)^qA  entsprechend  pB^(q — p)Ä,  somit  hier  ent- 
sprechend pB'^(q  —  p)Ä',  also  p{Ä'  -\-  B')^qÄ\  Demnach  ist 
in  der  That  {Ä -\-  B)  :  Ä  =  {Ä' -{-  B')  :Ä'  u.  s.  w. 

7)  „Aus  A:B>Ä:B'  folgt  (Ä  +  B)  :  B>(Ä  +  B'jiB'  und 
(Ä-\- B):Ä<C{Ä'  -{- B'):Ä'.^'  (Archimedes  de  sphaera  etc.  I.  prop.  3.) 
—  Aus  mÄ  >  nB  neben  m  J-'<  nB'  ergiebt  sich  m(Ä-{-B)y-  (m  -f-  n)B 
neben  m{Ä' -{-  B')  <{m-\-n)  B\  Somit  ist  (Ä  +  B):B>{Ä'-{- B'):B'. 
Aus  dieser  Ungleichung  folgt  die  zweite  unmittelbar  zufolge  Satz  1). 

8)  „Aus  Ä:B<,Ä':B'  und  Ä^ B  folgt  (nach  dem  1.  Satze  in 
Nr.  3)  Ä'>  B'  und  (Ä  —  B):B<  (Ä'  —  B')  :  B'  (Archimedes  1.  c. 
I.  prop.  7),  sowie  (Ä  —  B):Ä<{Ä' — B'):Ä\'^  Die  erste  Un- 
gleichung wird  indirect  mittelst  der  Sätze  6)  und  7)  bewiesen.  Aus 
ihr  folgt,  dass  B:{Ä  —  B)>B':{Ä'  —  B')^  und  daraus  zufolge  der 
Sätze  7)  und  1)  die  zweite  Ungleichung. 

9)  „Aus  Ä:B  =  Ä:B'  und  B:C=B':C  folgt  neben  Ä^C 

entsprechend    Ä'^C'  (V.  20).     Ist   z.   B.    Ä>C,   so    hat   man 

nach   dem   4.   Satze    Ä  :  jB>  C:  By   also   Ä'  :  B'  ^  C  :  B'   und   nach 
dem  6.  Ä'>  C. 

10)  „Aus  Ä  :  B  =  Ä' :  B'  und  B  :  C  =  B' :  C  folgt 

Ä:C=Ä':C''' 

(V.  22).  —  Denn  bedeuten  p>  q  irgend  zwei  natürliche  Zahlen,  so  hat 
man  nach  dem  3.  Satze 

pÄ  :  B=pÄ'  :B'         B:qC=B' :  qC\ 

somit    nach    dem   9.   neben  pÄ^qC  entsprechend  pÄ'^qC   d.i. 
Ä:C=Ä':C\  —  Auf  ähnliche  Art  wie  der  9.  Satz  ergiebt  sich: 

11)  „Aus 

Ä:B>A:B'         B  :  C>  B' :  C 
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(worin  jedoch  das  Zeichen  ==  nur  einmal  vorkommen  soll)  folgt, 
wenn  Ä  <  C,    A'  <  C'/ 

12)  „Aus 

A'.B>A':B'         B.C  =  B':C' 

folgt  A:  C^  A'.  C."  —  Was  auch  p  q  für  natürliche  Zahlen  sein 
mögen,  so  hat  man 

pA:B>pA'  :B'         B  :  qC  =  B' :  qC\ 

also  nach  dem  11.  Satze  neben  pA<CqC  stets  pA'  <.qC'.  Somit 
muss  A:  C  entweder  grösser  oder  gleich  A'  :  C  sein.  Das  letztere 
ist  indess  nicht  möglich,  da  nach  dem  10.  Satze  A:  B  =  A'  \  B'  sein 
müsste.  —  Man  kann  den  Satz  ohne  Mühe  dahin  erweitern,  dass  in 
den  erstgenannten  Relationen  irgend  eines  der  Zeichen  =  >,  nur 
nicht  beide  Male  ^,  vorkommen  darf. 

13)  „Aus 

A:M  =  A''.M'         B:M  =  B':M' 
folgt 

{A±B):M={A'±  B')  :  M\ 

im  Falle  des  unteren  Zeichens  A^  B  vorausgesetzt"  (V.  24).  — 
Nach  dem  10.  Satze  ist  A  :  B  =  A' :  B',  also  nach  dem  6.) 

{A±B):A=(A'±B'):A', 

woraus  durch  nochmalige  Anwendung  von  10)  die  neue  Proportion  folgt. 

14)  „Aus 

A:M  =  A:M'         B:M>B':M' 

folgt 

(A  +  B):M>{A'  -{-  B')  :  M\" 

Der  Satz  hängt  mit  dem  7)  und  11)  ebenso  zusammen,  wie  der 
vorige  mit  dem  6)  und  10). 

5.  Zweite  Gruppe  von  Sätzen  über  Proportionen  und  Un- 
gleichungen. Alle  Glieder  derselben  müssen  gleichartig  sein.  —  Sind 
das  zweite  und  dritte  Glied  einer  Proportion  einander  gleich,  so 
heisst  sie  stetig. 

1)  „Ist  A:B  =  A':B'  und  A^A\  so  hat  man  entsprechend 

B  ^  B'''  (V.  14).   —   Ist  z.  B.  ^  >  A\  so   hat  m^n  A'.B>A' :  B. 

Folglich  ist  A' :  B'  ^  A'  \  B,  daher  nach  dem  5.  Satze  in  Nr.  4 
B'  <B. 

2)  „Ist  A:B  =  A':B\  so  ist  auch  A.A'  =  B:  B"'  (V.  16). 
—  Nunmehr  ist  nämlich  für  jedes  Paar  w,  n  von  natürlichen 
Zahlen  mA:  niB  =  nA'  :  nB\  also  zufolge  des  vorigen  Satzes  neben 
mA^nA'  entsprechend  mB^nB'.  Demnach  besteht  die  Propor- 
tion A\A'  =  B'.B\ 
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Mit  Hilfe  der  Sätze  1)  in  Nr.  2  und  4  und  dieses  Satzes  lassen 
sich  aus  jeder  Proportion,  deren  Glieder  gleichartig  und  von  einander 
verschieden  sind,  durch  Versetzung  derselben  sieben  andere  ableiten. 

3)  „Ist  Ä:B>  Ä'  :B',  so  hat  man  neben  A  <  Ä'  B<  B."  — 
Aus  Ä<A'  folgt  nämlich  Ä  :  B  <  Ä' :  B.  Daher  ist  Ä:B'<A':B, 
somit  B'  >  B. 

4)  „Aus  der  Ungleichung  Ä  :  B  ^  A'  :  B'  folgt  die  weitere 
A  :  A'  ^  B :  B\^'  —  Aus  der  ersteren  ergiebt  sich  nach  dem  2.  Satze 
niA  :  mB  >  nA' :  nB'  und  nach  dem  vorhergehenden,  dass  neben 
niA  <C  "^A'  mB  <  nB'  sein  muss.  Wären  die  Zahlen  m  n  so  ge- 
wählt, dass  7nA^  nA'  ist,  so  könnte  doch  nicht  für  jedes  Paar 
mB^  nB'  sein,  weil  unter  dieser  Voraussetzung  A  :  A'  =  B  :  B', 
folglich  A\  B  =  A' :  B'  sein  würde.  Es  muss  demnach  mindestens 
ein  Paar  w,  n  geben  derart,  dass  neben  mA^  nA'  niB  ^nB'  ist. 
Mithin  ist  A:A'>B:B'. 

5)  „Aus  A:B  =  A':B'  folgt 

{A  ±  A')  :{B±B')  =  A  :  B, 

im  Falle  des  unteren  Zeichens  A^  A'  vorausgesetzt"  (V.  12  und  19). 
—  Folgt  mittelst  des  2.  Satzes  aus  dem  6)  in  Nr.  4.  Auf  ähnliche 
Weise  wird  der  folgende  Satz  aus  dem  7)  in  Nr.  4  abgeleitet. 

6)  „Ist  A  :  B^  A'  :  B',  so  hat  man 

A:  B>  {A  +  A')  '.  {B  +  B')>  A' :  B'." 

6.  Die  vierte  Proportionale  zu  drei  gegebenen  Grössen.  —  Be- 
zeichnen a,  /3,  y  gegebene  absolute  rationale  Zahlen,  so  wird  zufolge 

Nr.  2  die  Proportion  h,  :  a  =  ß  :  y  durch  die  Zahl  |  =  -—  befriedigt. 

Satz.^)  „In  einem  stetigen  Grössensysteme  giebt  es  zu  einer 
Grösse  ^eine  und  nur  eine  Grösse  X,  so  dass  das  Verhältniss 
X :  A  gleich  ist  einem  gegebenen  B :  C,  wobei  Bj  C  mit  A  nicht 
gleichartig  zu  sein  brauchen."  D.i.X:A  =  B:C.  X  heisst  die 
vierte  Proportionale  zu  den  Grössen  A,  J5,  C. 

Beweis.  Ist  B  =  Cy  so  ist  X  =  A.  Wenn  B  C  ungleich  sind 
z.  B.  -B  >  0,  so  würde  bei  der  Annahme,  dass  es  keine  solche  Grösse 
X  gebe,  eine  Lücke  in  dem  Grössensysteme  J.,  P  sich  zeigen.  Nun- 
mehr ist  P :  A  entweder  kleiner  oder  grösser  als  B :  C.  Ersteres 
tritt  sicher  ein  wenn  P  <  ^,  letzteres  wenn  P^pA,  wo  die  Zahl  ^ 
so    gewählt    ist,    dass    B<ipC.      Bilden    wir    mit    den    Grössen    P^, 


1)  Einen  ähnlichen  Beweis  dieses  Satzes  hat  .1.  M.  Hill  gegeben  und  daran 
in  derselben  Weise,  wie  es  in  Nr.  8  und  9  geschieht^  die  Addition  und  die 
Zusammensetzung  der  Verhältnisse  geknüpft.  (Cambridge  Philosophical  Traus- 
actions  V.  XVI  [1897]  S.  244  f.)  Vgl.  auch  dessen  neues  Buch:  The  Contents 
of  the  fifth  and  sixth  Bocks  of  Euclid.     Cambridge  1900. 
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wofür  P^:Ä<CB:C  die  erste,  aus  den  Grössen  P^,  wofür  Fc^:A^B:C 
die  zweite  Gruppe,  so  können  wir  an  ihnen  leicht  die  in  V.  7  im 
Falle  einer  Lücke  verlangten  Eigenschaften  nachweisen.  So  giebt  es, 
wenn  wir  P^  nun  eine  bestimmte  Grösse  der  ersten  Gruppe  sein  lassen, 
darin  Grössen,  die  P^  überschreiten.  Da  P^:  Ä  <Z  B :  C^  so  existiren 
Zahlen  m  n  sodass  neben 

mP^<CnÄ        mB^nC. 

Zufolge  einer  Bemerkung  auf  S.  115  verfügt  man  über  solche  Grössen 

A  ^^«s  mD<nA  —  mP^ 

ist.     Man  hat  daher  ,-r,,-r^\^      * 

m{P^  -\-  B)<nA 

neben  mB^  nCj  also  ist  (P^  -\-  D)  :  A-CB.C.  Auf  ähnliche  Weise 
kann  man  in  der  2.  Gruppe  zu  jeder  Grösse  eine  kleinere  nachweisen.  ^) 

7.  Zusammengesetzte  Verhältnisse.  Satz.  „Es  seien  zwei  Ver- 
hältnisse a,  b  gegeben.  Bestimmt  man  zu  einer  beliebigen  Grösse  M 
eines  stetigen  Systemes  von  absoluten  Grössen  eine  Grösse  N,  so  dass 
M'.  N  =  dj  und  zu  N  eine  Grösse  P,  so  dass  N :  P  =h,  so  ist  das 
Verhältniss  M :  P  eine  von  M  unabhängige  Grösse."     Denn  ist 

so  hat  man   nach  dem    10.  Satze   in  Nr.  4    M :  P  =  M' :  P'.     Jedes 
der  Verhältnisse  M :  P  =  M'  :  P'  =  •  •  •  heisst  aus  a,  b  zusammen- 
gesetzt^) und  wird  mit  ab  bezeichnet. 
Dabei  gelten  die  Sätze: 

1)  Ist  a  =  a'   b  =  b'  so  ist  ab  =  a'V  (10.  Satz  in  Nr.  4). 

2)  (ab)c  =  a(bc).  —  Setzt  man  c  =  P :  §,  so  ist 

{ah)z  =  {M'.P)(P:Q)  =  M:Q. 
Andererseits  hat  man  b  c  =  A^ :  Qy  also  ebenfalls 

a(bc)  =  {M:N)  {N:  Q)  =  M:Q. 

3)  ab  =  ba.  —  Bestimmt  man  die  Grösse  R  so,  dass  M:N=  P:R 
ist,  so  ist  bo  =  (iV:  P)  (P:  P)  =  iV  :  B.  Nach  dem  2.  Satze  in  Nr.  5 
besteht  aber  auch  die  Proportion  M:P=N:R  d.h.  es  ist  ab  =  ba. 


1)  Darf  man  von  der  hier  benutzten  Definition  des  stetigen  Grössen- 
systemes  keinen  Gebrauch  machen,  so  wird  der  Satz  von  Nr.  6  manchmal  als 
Grundsatz  aufzustellen  sein.  Als  solcher  kommt  er  vor  in  Euclid's  Elem.  z.  B. 
XII.  prop.  2  und  liegt  seinem  Begriffe  des  zusammengesetzten  Verhältnisses  zu 
Grunde.  An  der  ersteren  Stelle  hätte  die  Geometrie  der  Alten  davon  absehen 
können,  wie  C.  F.  Pf  leider  er  (de  dimensione  circuli  Pars  IL  (1790)  §  48)  und 
auf  eine  andere  Art  der  Verfasser  (Math.  Annalen  XXII,  S.  517)  gezeigt  hat. 

2)  Euclid.  Elem.  VI.  Def  5.  Der  1.  und  3.  der  folgenden  Sätze  bei 
R.  Simson,  The  Elements  of  Euclid  1767,  p.  143.  —  Bei  Zusammensetzung  der 
reducirten  Verhältnisse  von  ganzen  Zahlen  a  :  b,  cid  lässt  man  das  ver- 
mittelnde Glied  n  ein  gemeinschaftliches  Vielfache  von  h  c  sein. 
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8.  Die  geometrisclieii  Verhältnisse  als  Zahlen.  —  Bei  den  bis 
jetzt  vorgeführten  Begriffen  sind  die  Griechen  nnd  das  Mittelalter 
stehen  geblieben.  Erst  Descartes  bahnte  durch  seine  Geometrie 
(1637)^)  eine  neue  Auffassung  der  Lehre  von  den  geometrischen  Ver- 
hältnissen an.  Er  lehrte  zuerst  das  Rechnen  mit  den  Linien  (d.  i. 
Strecken).  Die  Addition  und  Subtraction  derselben  haben  wir  schon 
in  V.  4  angeführt.  Um  ihre  Multiplication  zu  erklären,  wählte  er 
eine  beliebige  Strecke  E,  welche  er  die  Einheit  nannte,  aus  und  be- 
zeichnete die  vierte  Proportionale  zu  den  Strecken  Ä^  B,  E  d.  i.  die 
Strecke  X,  welche  die  Proportion  X:A  =  B:E  befriedigt,  als  das 
Product  der  Strecken  Ä  und  JB.  Demgemäss  erscheint  ihm  als 
Quotient  Ä:  B  die  Strecke  Y  aus  der  Proportion  Y :  Ä  =  E :  B. 
Jedoch  als  Zahlen  betrachtete  Descartes  die  Linien  im  Allgemeinen 
nicht.  ^)  Seine  Streckenrechnung  hat  indess  die  Auffassung  aller 
Strecken  als  Zahlen  bei  Festsetzung  einer  bestimmten  als  Einheit 
nahegelegt.  Wir  treffen  diese  Ansicht  jedenfalls  schon  bei  Newton, 
welcher  die  absolute  Zahl  in  folgender  Weise  definirt:^)  „Per  numerum 
abstractam  quantitatis  cujusvis  ad  aliam  ejusdem  generis  quantitatem, 
quae  pro  unitate  habetur,  rationem  intelligimus.^^  Vom  Rechnen  mit 
diesen  Zahlen  spricht  Newton  eigentlich  nicht,  wohl  aber  von  dem 
mit  den  Linien,  deren  Multiplication  er  nach  Descartes  erklärt. 
Man  braucht  jedoch,  um  das  Rechnen  mit  den  Zahlen  zu  erhalten, 
nur  von  den  Linien  zu  ihren  Verhältnissen  zur  Einheit  überzugehen. 
Dasselbe  bildet  einen  besondern  Fall  des  in  der  nächsten  Nummer 
vorgeführten  Rechnens  mit  den  Verhältnissen  von  je  zwei  Grössen 
eines  stetigen  Grössensystems. 

Sind  die  Grössen  Ä  B  commensurabel,  so  kann  Ä=aM,  B=hM 
gesetzt  werden.  Dabei  ist  die  Zahl  a/h  von  der  W^ahl  des  gemein- 
samen Maasses  der  beiden  Grössen  Ä  B  unabhängig  (V.  3).  Wir 
ordnen  nun  dem  Verhältnisse  Ä:B  die  Zahl  a/h  zu.*)  Alsdann  ent- 
spricht vermöge  des  3.  Cor.  auf  S.  123  allen  Verhältnissen,  welche 
dem  in  Rede  stehenden  Ä:B  gleich  sind,  die  nämliche  Zahl  a/h. 
Nachdem  dies  geschehen  ist,  wird  man  auch  allen  Verhältnissen,  die 
dem  zweier  incommensurabelen  Grössen  Ä  B  gleich  sind,  eine  abso- 
lute Zahl  entsprechen  lassen.  Da  sie  nach  Nr.  2  eine  rationale  Zahl 
nicht    sein    kann,    so    wird    sie    als   eine    incommensurabele    oder 


1)  Deutsch  von  L.  Schlesinger  1894.  Sie  beginnt  mit  der  Linien- 
rechnung. 

2)  In  den  Noten  von  F.  de  Beaune  zur  Geometrie  des  Descartes  (vgl. 
die  von  F.  v.  Schooten  1659  besorgte  Ausgabe  derselben  I.  S.  107)  wird  be- 
merkt, dass  die  Zahlen  die  Verhältnisse  incommensurabeler  Grössen  nicht  aus- 
zudrücken vermögen. 

3)  J.  Newton,  Arithmetica  universalis  ed.  Gravesande  1732  S.  4—6. 

4)  Vgl.  hierzu  die  Note  auf  S.  151. 


Nr.  8 — 9.]     VI.  Abschnitt.  Rechnen  mit  den  geometrischen  Verhältnissen.        131 

irrationale  Zahl  bezeichnet.  So  ist  jedem  Verhältnisse  eine  reelle 
Zahl  zugeordnet,  welche  sein  Exponent  oder  Index  heisst.  Dem 
grösseren  Verhältnisse  soll  die  grössere  Zahl  entsprechen.  Mit 
Hilfe  des  Satzes  in  Nr.  6  lässt  sich  nun  zeigen^  dass  man  mit  diesen 
Verhältnissen  auf  die  nämliche  Weise  rechnen  kann,  wie  mit  den 
absoluten  rationalen  Zahlen. 

9.  Das  Reclineii  mit  den  geometrisclieii  Verhältnissen. 

Addition  und  Subtraction.  Nach  Nr.  6  kann  man  jedes 
Verhältniss  in  eines  mit  gegebenem  Hintergliede  M  verwandeln. 
Setzt  man  nun 

a  =  P:M         h=  Q:M, 

so  ist  nach  dem  13.  Satze  in  Nr.  4  das  Verhältniss  (P  +  Q)  '•  M 
eine  von  M  unabhängige  Grösse,  die  wir  als  die  Summe  a  -|-  b  be- 
zeichnet. —  Durch  Wiederholung  der  Schlüsse  in  III.  12  erkennt 
man,  dass  diese  Addition  denselben  Regeln  genügt,  wie  die  der  natür- 
lichen Zahlen  und  dass  die  Differenz  a  — h  stets  möglich  und  ein- 
deutig ist,  wenn  a^h. 

Unter  ma  versteht  man  das  m-fache  von  a  d.  i.  das  Verhältniss 

mP:M,  unter  —  a   das  Verhältniss    — P:M,   welches  man  als    den 

w-ten  Theil  von  ma  betrachten  kann.  —  Ist  a  >  b,  so  giebt  es  stets 
Vielfache  von  b,  die  grösser  als  a  sind.  Bestimmt  man  nämlich  die 
ganze  Zahl  p  so,  dass  pQ^  P,  so  ist  jö b  >  a.  —  Die  geometrischen 
Verhältnisse  gehören  somit  zu  den  absoluten  Grössen  im  engeren  Sinne. 
Multiplication  und  Division.  Das  aus  den  Verhältnissen  a,  b 
zusammengesetzte  heisse  ihr  Product:  ab  =  a  •  b.^)  Es  ist  demnach, 
wenn  die  Strecke  X  aus  der  Proportion  X  :  Ä  =  B :  E  entnommen 
wird,  in  der  That  entsprechend  der  obigen  Regel  von  Descartes 

X:  E  =  (X:  A)  (Ä:  E)  =  (B:  E)  -  {Ä:  E). 

Dass  neben  a  =  a'  h  =  h'  a-b  =  a'-b'  ist,  besagt  der  Satz  1) 
in  Nr.  7. 

Die  eine  Seite  des  distributiven  Gesetzes,  nämlich  die  Formel 

(a  +  b).c  =  a-c  +  b-c  (1) 

erhellt  sofort,  wenn 

a  =  P:M        h=Q:M        c  =  M:R  (2) 

gesetzt  werden.     Denn  es  ist 

{a  +  h)-c  =  {P+Q):R,      a'C  =  P:R,      hc  =  Q:R, 


1)  Die  Zusammensetzung  der  Verhältnisse  scheint  in  älterer  Zeit  bisweilen 
als  eine  Addition  aufgefasst  worden  zu  sein.  Dann  würden  aber  nicht  durch- 
weg dieselben  Sätze  gelten,  wie  für  die  absoluten  rationalen  Zahlen.  Man  hat 
nämlich  {A-:  B)  {B  :  C)<^  A:  B,  wenn  B  <  C  ist. 

Stolz  u.  Gm  einer,  theoret.  Arithmetik.   11.  10 
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folglich  a  •  C  +  h-c  ^  (P-\-  Q):R.    Die  andere  Seite  des  distributiven 
Gesetzes,  die  Formel 

c-(a  +  b)  =  c-a  +  c-b,  (3) 

lässt  sich  direkt  nicht  so  einfach  nachweisen  (vgl.  S.  137,  16;);  es  ist 
dies   aber  auch   nicht  nöthig,   da  zufolge  des  Satzes  3)  in  Nr.  7  für 
die  in  Rede    stehende  Multiplication   das  commutative  Gesetz  besteht. 
Das  associative  endlich  liegt  im  Satze  2)  daselbst. 
Dass  endlich  neben 

a>a'        a'h>a'h, 

zeigt  der  12.  Satz  in  Nr.  4. 

Die  Gleichung  j  b  ==  a  wird  erfüllt  durch  i  =  P ,  Q  und  nui- 
dadurch.     Somit  ist  der  Quotient 

Sind  die  Grössen  A  B  einer-  und  die  Grössen  A'  B  andererseits 
commensurabel  und  a  a  die  den  Verhältnissen  A:B  und  A':B'  zuge- 
ordneten Zahlen,  so  entspricht  der  Summe  {A:B)-\-(^A':B'^  die 
Summe  a -\- ci\  dem  Produete  {A:B^{A':B')  das  Product  ««'. 
Setzt  man  A':B'=  C:B,  so  ist  (A:B)  +  {A' :  B')  =  (A -\-  C)  :  B 
und  da  ^  =  aB  C  =  a  B  somit  A  -\-  G  =  (a  -\-  u' )  B  ist,  so  ent- 
spricht dem  Verhältnisse  (-4  -|-  C):B  die  Zahl  a  -\-  cc\  Setzt  man  aber 
A':B'=  B:D,  so  hat  man  {A:B)  -{A' :  B')  =  A:I).  Daneben  ist 
B==aD^  somit  A=  ci{a'  B)  =  {aa)  D  (Formel  (<^)  S.  104),  also  gehört 
zu  A:D  die  Zahl  aa.  Demnach  fallen  die  Rechnungen  mit  den  Ver- 
hältnissen commensurabler  Grössenpaare  zusammen  mit  den  entsprechendeu 
Rechnungen  an  den  diesen  Verhältnissen  zugeordneten  Rationalzahlen. 

10.  Zufolge  des  Satzes  in  Nr.  6  kann  man  jedem  Verhältnisse 
ein  gleiches  an  die  Seite  stellen,  dessen  Hinterglied  eine  gegebene 
Grösse  E  des  betrachteten  stetigen  Systems  ist.  Die  in  Nr.  8  ein- 
geführten Zahlen  werden  demnach  sämmtlich  durch  die  Verhältnisse 
A  :  E  dargestellt,  wobei  A  irgend  eine  Grösse  des  Systems  sein  soll. 
Der  Grösse  E  selbst  entspricht  die  Zahl  1.  Denkt  man  sich  die 
„Grösseneinheit"  E  ein  für  alle  Male  festgesetzt,  so  versteht  man 
unter  A  selbst  schon  die  zu  dieser  Grösse  gehörige  Zahl  A  :  E]  ins- 
besondere ist  E  =  1.  Aus  dieser  Darstellung  der  Verhältnisszahleu 
erkennt  man  ohne  Weiteres,  dass  sie  ein  stetiges  System  bilden. 
Denn  einer  jeden  Lücke  in  ihrem  Systeme  würde  eine  im  Grössen- 
system  Ay  B,  C  •  ■  -  entsprechen.  Eine  solche  Lücke  giebt  es  aber 
nicht,  da  dieses  Grössensystem  eben  stetig  sein  soll. 

Zu  dem  System  der  Verhältnisszahlen  gehören  die  absoluten 
rationalen  Zahlen.  Ob  auch  die  darin  vorhandenen  irrationalen  Zahlen 
mit  den  irrationalen  Zahlen,  welche  die  Arithmetik  aufstellt,  zusammen- 
fallen, kann  jedenfalls  erst  dann  entschieden  werden,  wenn  die  letzteren 
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in  die  Arithmetik  eingeführt  sind,  was  im  nächsten  Abschnitte  ge- 
schehen soll.  Dort,  in  Nr.  18,  wird  man  den  Nachweis  finden,  dass 
die  positiven  und  negativen  (s.  u.)  irrationalen  Verhältnisszahlen  mit 
den  nach  dem  Vorgange  von  G.  Cantor  erklärten  irrationalen  Zahlen 
der  Arithmetik  identisch  sind.^) 

11.  Die  Verhältnisse  der  stetigen  relativen  Grössen.  —  Die 
vorstehende  Theorie  lässt  sich  unschwer  auf  die  relativen  Grössen  in 
engerm  Sinne  übertragen.  Wir  beschränken  uns  indess  auf  die  Be- 
trachtung eines  einzigen  Systems  von  solchen  Grössen,  nämlich  der 
relativen  Strecken  auf  einer  Geraden  XX\  Solche  Strecken  werden 
im  Folgenden  mit  51,  33,  d  •  •  •   bezeichnet. 

Unter  den  Verhältnissen  ^  :  35,  worin  das  Hinterglied  von  Null 
verschieden  ist,  unterscheiden  wir  drei  Arten:  die  erste,  wenn  die 
beiden  Strecken  gleichbezeichnet  sind,  die  zweite,  wenn  sie  entgegen- 
gesetzte Vorzeichen  haben,  und  die  dritte,  wenn  das  Vorderglied  0  ist. 
Gleich  heissen  nun  die  beiden  Verhältnisse  % :  33  und  ^'  :  33'  mit 
von  0  verschiedenen  Hintergliedern,  erstens  wenn  sie  beide  von  der 
nämlichen  Art  sind  und  dabei  die  Verhältnisse  der  bezüglichen  abso- 
luten Strecken  |  5t  |  :  |  33  |  und  |  3t'  |  :  |  33'  |  im  Sinne  von  Nr.  2  einander 
gleich  sind,   und  zweitens  wenn  sie  beide  der  dritten  Ai-t  angehören. 

Wir  bemerken  zunächst,  dass  der  Satz  in  Nr.  6  auch  für  die 
relativen  Strecken  gilt:  „Zu  einer  von  Null  verschiedenen  Strecke  5t 
giebt  es  eine  und  nur  eine  Strecke  3E,  so  dass  das  Verhältniss  3E  :  5t 
gleich  ist  dem  gegebenen  Verhältnisse  33  :  S,  worin  (S  nicht  Null 
ist."  Wir  brauchen  nämlich,  falls  33  nicht  0  ist,  nur  die  absolute 
Strecke  X  so  zu  construiren,  dass  X:|5t|==i33|:|(S^|  ist,  und  dann 
A"  =  -|-  X  oder  — X  zu  nehmen,  je  nachdem  das  Verhältniss  33  :  (5 
von  der  ersten  oder  zweiten  Art  ist.     Falls  33  =  0  ist,  muss  3E  =  0  sein. 

Betrachten  wir  jetzt  die  Verhältnisse  von  der  Form  5t :  0.  Falls 
5t  nicht  0  ist,  kann  dieses  Verhältniss  zufolge  der  obigen  Erklärung 
keinem  gleichgesetzt  werden,  dessen  Hinterglied  nicht  Null  ist. 
Dann  aber  werden  wir  die  Verhältnisse  5t  :  0  überhaupt  nicht  zu- 
lassen, weil  der  gerade  erwähnte  Satz  für  sie  nicht  mehr  gelten 
würde.  Denn  die  Proportion  3E  :  33  =  5t  :  0  wäre  unmöglich,  mag 
man  sich  unter  X  0  oder  irgend  eine  eigentliche  Strecke  vorstellen. 
Dagegen  scheint  es  nahe  zu  liegen,  das  Verhältniss  0:0  als  den 
übrigen  Verhältnissen  0  :  33  gleich  anzusehen. 

Ein  jedes  Verhältniss  5t  :  S  lässt  sich  demnach  in  ein  solches 
verwandeln,  dessen  Hinterglied   eine  gegebene  positive  Strecke  E  ist. 

1)  Der  Zusammenhang  zwischen  den  obigen  Verhältnisszahlen  und  den 
irrationalen  Zahlen  nach  der  Erklärung  von  Dedekind  wird  von  0.  Holder 
hergestellt  (vgl.  Leipziger  Berichte  1901  S.  19—32). 

10* 
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Von  den  zwei  ungleichen  Verhältnissen  %  :  E  und  35  :  E  möge  das 
erstere  grösser  oder  kleiner  als  das  letztere  heissen^  je  nachdem  die 
Strecke  %  grösser  oder  kleiner  als  33  ist. 

Dieses  vorausgesetzt,  kann  man  die  Summe  zweier  Verhältnisse 
von  relativen  Strecken  genau  auf  die  nämliche  Weise  erklären,  wie 
in  Nr.  9  die  zweier  Verhältnisse  von  absoluten  Strecken.  Es  ist 
demnach  z.  B.  wenn  ABC  irgend  welche  Punkte  der  Geraden  XX' 
bedeuten, 

(ÄB:E)  +  (BCiE)  =  (ÄB+BC)  :E  =  ÄC:E.  (a) 

Lässt  man  die  Punkte  B  und  C  zusammenfallen,  so  erkennt  man 
hieraus,  dass  das  Verhältniss  0  :  E  der  Modulus  dieser  Addition  und 
somit  mit  0  zu  bezeichnen  ist.  Dass  die  gegenwärtige  Addition  die 
gewöhnliche  algebraische  ist,  ergiebt  sich  durch  sinngemässe  Ueber- 
tragung  der  Sätze  1) — 4)  S.  60  und  ihrer  Beweise  auf  die  neuen 
Verhältnisse.  Die  Subtraction  ist  nunmehr  stets  möglich  und  zwar 
nur  in  einer  Weise.  Denn  nach  der  Formel  (a)  kann,  was  AB  und 
AC  auch  für  Strecken  sein  mögen,  nur  sein 

{AC:E)  —  {AB:E)  =  BC:E. 

Endlich  wird  nunmehr 

(_  51 :  35)  =  0  —  (31  :  33)  =  —  (1 :  33) 
gesetzt. 

Auch  die  Productbildung  in  Nr.  9  können  wir  hier  benutzen. 
Es  sei  also  (%  :  33)  •  (33  :  S)  =  (51  :  ß^),  welche  Formel  zimächst  noch 
den  besondern  Fall  (0:0)  (0 :  S)  =  0 :  ß  enthält.  Um  das  Product 
C5(':33')  •  (33:  S),  wobei  33'  von  33  verschieden  sein  soll,  zu  bilden, 
bringe  man  das  erste  Verhältniss  durch  Auflösung  der  Proportion 
^21:33  =  51':  33'  nach  51  auf  die  Form  51:33.  Die  Grundregeln  der 
Multiplication  lassen  sich  aus  dieser  Erklärung  des  Products  in  ähn- 
licher Weise  ableiten,  wie  in  Nr.  9. 

Die  Division  ist  stets  und  zwar  nur  in  einer  Weise  möglich, 
wenn  der  Divisor  nicht  Null  ist.     Dann  haben  wir 

5l:33  =  (5(:6:)/(33:(£).  (b) 

Da  für  jedes  Verhältniss  51:33 

(0:51).  (5t:33)  =  0:33     d.i.     0.(51:33)  =  0 

ist,  so  bedeutet  der  Quotient  0/0  jedes  beliebige  Verhältniss  und  ist 
daher  zu  verwerfen  (S.  5).  Damit  verliert  die  Formel  (b)  ihre  Gil- 
tigkeit  im  Falle  dass  51  =  33  =  0  ist.  Um  diese  Ausnahme  zu  be- 
seitigen, lassen  wir  jetzt  auch  das  Verhältniss  0:0  fallen,  so  dass 
hinfort  das  Hinterglied  eines  jeden  Streckenverhältnisses 
als  von  0  verschieden  anzusehen  ist. 

Die  Verhältnisse  der  relativen  Strecken  lassen  sich  sämtlicli  auf 
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solche  zurückführen,  dcM-eu  Hinterglied  die  gegebene  positive  Strecke 
E  ist.  Diejenigen  Verhältnisse  % :  E,  wo  31  eine  positive,  zu  E 
commensurabele  Strecke  ist,  haben  wir  bereits  mit  den  positiven  ra- 
tionalen Zahlen  zusammenfallen  lassen,  desgleichen  das  Verhältniss 
0 :  E  mit  der  Zahl  0.  Ist  die  Strecke  51  negativ  und  mit  E  commen- 
surabel,  so  sei  das  Verhältniss  51 :  E  die  rationale  Zahl  —  |  5t  |  :  E. 
Diese  Gleichstellung  erscheint  deshalb  zulässig,  weil  das  Rechnen 
mit  den  commensurabeln  Verhältnissen  völlig  dem  an  den  ihnen  zu- 
geordneten rationalen  Zahlen  entspricht,  was  mit  Benützung  von  IV.  5 
auf  die  nämliche  Weise  zu  zeigen  ist,  wie  es  am  Schlüsse  von  Nr.  9 
bezüglich  der  absoluten  Verhältnisse  gemacht  ist.  Sind  die  Strecken 
1 51 1  und  E  incommensurabel,  so  heisst  das  Verhältniss  51  :E  eine 
irrationale  Zahl  und  zwar,  je  nachdem  die  Strecke  51  positiv  oder 
negativ  ist,  eine  positive  oder  negative. 


Uebungen  zum  VI.  Abschnitt. 

1)  Man  kann  die  Cxleichheit  zweier  Verhältnisse  oder  Grössenpaare 
(^,  B)  (J.',  B')  nicht  in  der  Art  erklären,  dass  man  festsetzt,  es  soll 
dann  (J.,  B)  =  (Ä\  B')  sein,  wenn  A  -{-  A'  =  B  -\-  B'  ist.  Warum? 
(Vgl.  S.  2  Forderung  1).) 

2)  a)  Die  Gleichheit  der  geometrischen  Verhältnisse  zweier  Strecken- 
paare J.J5,  AB'  lässt  sich  nach  H.  Grassmann  (Ausdehnungslehre  1844 
S.  75  f.)  auf  nachstehende  Art  erklären.^)  „Auf  zwei  beliebigen  in  M  sich 
schneidenden  Geraden  a,  a  (Fig.  VIII) 
trage  man  von  M  aus  bezw.  die 
Strecken  AA'  auf  {A  =  MF 
A  =  MF').  Von  einem  zweiten 
Punkte  N^  der  indess  mit  M  zu- 
sammenfallen darf,  ziehe  man  zu 
a,  a'  die  Parallelen  h,  h'  und  trage 
darauf  von  N  aus  bezw.  die  Strecken 
BB'  auf  (B  =  NQ  B' =  NQ'). 
Wenn  die  Gerade  QQ'  parallel 
zur  Geraden  PP'  ist,  so  sollen 
die  Verhältnisse  A  :  B  und 
A':B'  einander  gleich  heissen 
und  zwar  nur  dann. 

Man  zeige  nun:  l)  Bei  dieser  Erklärung  kommt  es  nur  auf  die  vier 
Strecken  A  B  A  B'  an,  d.h.  je  nachdem  die  Geraden  QQ'  und  PP' 
parallel  sind  oder  nicht,  ist  auch  die  Verbindungslinie  der  Endpunkte  der 
Strecken   B  B'  parallel   zu   der   der   Endpunkte    der   Strecken    A  A'    oder 


b' 


Fig.  VIII. 


b' 


1)  Die  auf  diese  Erklärung  gegründete  Lehre  von   den  Verhältnissen   ist 


vom  Archimedischen  Axiome  für  die  Strecken  unabhängig. 
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nicht,  wenn  eine  von  den  Geraden  a  a  durch  eine  andere  ersetzt  wird. 
2)  Wenn  zufolge  obiger  Erklärung  A:B  =  A:B'  und  A' i B' =^  Ä' : B" 
ist,  so  ist  nach  ihr  A'.B  =  A"'.B".  —  Zum  Beweise  dieser  Sätze  dient 
der  Satz:  „Wenn  in  zwei  Dreiecken  zwei  Paare  von  Seiten  parallel  sind 
und  die  Ecken  paarweise  auf  drei  Geraden  liegen,  welche  in  einem 
Punkte  sich  schneiden,  so  ist  auch  das  dritte  Seitenpaar  parallel",  welchen 
Grassmann  a.  a.  0.  auf  ähnliche  Art  zeigt,  wie  G.  v.  Staudt  (Geometrie 
der  Lage  1847  S.  41)  den  allgemeinem  über  zwei  perspectivisch  liegende 
Dreiecke. 

b)  Daran  schliesst  sich  die  folgende  Erklärung:  „Das  Verhältniss 
A'.B  heisst  kleiner  oder  grösser  als  A':B\  je  nachdem  die  Gerade, 
welche  von  Q  aus  parallel  zu  FP'  gezogen  wird,  den  Halbstrahl  h'  in 
einem  Punkte  der  Strecke  NQ'  durchsetzt  oder  nicht." 

3)  Man  weise  nach,  dass  aus  der  Grassmann' sehen  Erklärung  der 
gleichen  Streckenverhältnisse  die  Euclid'sche  (S.  122)  folgt. 

Der  Uebergang  von  der  ersteren  Erklärung  zur  letzteren  gestattet 
aus  der  Proportion  A:B  =  A'  :B'  die  weitere  A:A'=B:B'  abzu- 
leiten (S.  127).  1) 

4)  Ableitung  der  Euclid'schen  Erklärung  des  kleineren  Verhältnisses 
(S.  124)  aus  der  obigen   Erklärung  2). 

5)  Den  Satz  vom  Winkelschnitt:  „Werden  die  Schenkel  des 
Winkels  XAX^'  durch  zwei  parallele  Gerade  bezw.  in  den  Punkten 
BB\   CC  geschnitten,  so  ist 

AB:BC  =  A'B'  :  jB'O'" 

nach  Euclid  zu  beweisen  (vgl.  Elem.  VI.  2)  und  im  Falle,  dass  eine  von 
den  genannten  Geraden  der  Scheitelwinkel  zu  XAX'  schneidet,  auf  die 
relativen   Strecken  zu  übertragen. 

Man  beweise  in  der  Manier  von  Nr.  4  die  nachstehenden  Sätze  6) — 11). 

6)  Aus 

A:B  =  B':C'     B:C=A':B'  (a) 

folgt  neben  A^  C  entsprechend  A'^  C     (Euch  V.  21.) 

7)  Aus  den  Proportionen  (a)  folgt  die  weitere 

A:C  =  A':C\     (Eucl.  V.  23.) 

8)  Aus  den  Beziehungen 

AiB>B'.G'     B:C>A':B'  (b) 

folgt  bei  höchstens  einmaligem  Vorkommen  des  Zeichens  =,  dass  neben 
A<G    A'<  C  ist. 

9)  Aus  den  Beziehungen  (b)  ergiebt  sich  die  Ungleichung 

A:C>A'',G'. 

1)  K.  Kupffer  (Sitzungsb.  d.  Dorpater  Naturforscher-Ges.  X.  B.  S.  381) 
bringt  dies  auf  geometrischen  Wege  zu  stände. 
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10)  Aus  den   Ungleichungen 

A:M>  A'-.M'     B:M>  B':M' 

ergiebt  sich  die  weitere 

{Ä-\-  B):3[>  (Ä'  +  B')  :  3I\ 

11)  Wenn 

ÄiM^Ä'iM'     B'.MKB'.M' 

ist,  jedoch  das    Zeichen  =  höchstens   einmal  vorkommt,    so    ist    im  Falle 
dass  A  <C  B  ist,  auch  A' <i  B'  und  es  besteht  die  Ungleichung 

{B  —  A):M<  {B'—A')  :  M\ 

12)  Man  schreibe  die  sieben  Proportionen  an,  welche  sich  nach  S.  128 
aus  der  vier  gleichartige  Grössen  enthaltenden  Proportion  A:  B  =  A' :  B' 
ergeben. 

13)  Man  zeige,  dass  die  von  Descartes  aufgestellte  Multiplication 
der  Strecken  (vgl.   S.  130)  distributiv,  associativ  und  commutativ  ist. 

14)  Bezeichnet  die  Strecke  X  das  Product  der  Strecken  A  B  bei  der 
Einheit  E  nach  Descartes,  X'  das  der  nämlichen  Strecken  bei  der  Ein- 
heit E ',  so  besteht  die  Proportion  X:X'  =  E ' :  E  (zufolge  des  obigen 
Satzes  7)).  Ist  die  Strecke  Y  der  Quotient  der  Strecke  A  durch  B  bei 
der  Einheit  E,  Y'  der  der  nämlichen  Strecke  bei  der  Einheit  E',  so  hat 
man    r:r=E:E'  (Nr.  4   Satz  10)). 

15)  Aus  der  Proportion  von  vier  Strecken  A:B  =  A' :  B'  folgt, 
dass  die  Descartes' sehen  Producta  AB'  und  B  •  A'  einander  gleich 
sind  (auch  nach  obigem  Satze  7)).  —  Desgleichen  ist  im  Sinne  von 
Nr.  9  {A :  E)  •  (J5' :  E)  =  (A' :  E)  :  (B  :  E). 

16 J  Um  die  Formel  (3)  auf  S.  132  zu  beweisen,  bedarf  man,  falls 
a,  b  die  in  (2)  angegebenen  Werthe  behalten,  des  Satzes:  Setzt  man  das 
Verhältniss  c  =  K: P=  L:Q  =  S:{P-\- Q),  so  ist  S  =  K+L. 

17)  Man  übertrage,  soweit  es  möglich  ist,  die  Sätze  über  die  Ver- 
hältnisse und  Proportionen  in  Nr.  4  und  5  auf  die  relativen  Strecken  und 
führe  diejenigen  Betrachtungen,  welche  in  Nr.  11  bloss  angedeutet  sind, 
vollständig  durch. 


VIL  Abschnitt. 

Arithmetische  Theorie  der  irrationalen  Zahlen  nach 
Cr.  Cantor  und  Ch.  M6ray.    Die  reellen  Zahlen. 

1,  Wir  haben  VI.  8  der  Einführung  der  irrationalen  Zahlen  ver- 
mittelst eines  stetigen  Grössensystemes  gedacht.  In  neuerer  Zeit  hat 
man  es  vorgezogen,  diese  Theorie  auf  arithmetischem  Boden  zu 
entwickeln,  wozu  das  im  3.  Abschnitte  auseinandergesetzte  Verfahren 
der  Begriffsbildung  vollkommen  ausreicht.  Dabei  kann  man  in  ver- 
schiedener Weise  zu  Werke  gehen.  Bisher  sind  solche  Theorien 
der  irrationalen  Zahlen  von  K.  Weierstrass  ^),  G.  Cantor  und 
Ch.  Meray^)^  R.  Dedekind  (s.  S.  117  Note  1)  aufgestellt  worden. 
Diesen  Bemühungen  gegenüber  erhob  L.  Kronecker  die  Forderung, 
dass  bei  der  Begründung  der  Arithmetik  bloss  die  vier  Rechnungs- 
arten und  zwar  jede  nur  eine  endliche  Anzahl  Male  verwendet 
werden  sollen.  Da  ihr  keine  der  genannten  Theorien  der  irrationalen 
Zahlen  entspricht,  so  wollte  er  diese  Zahlen  aus  der  Analysis  ver- 
bannen.^) Die  Kronecker'sche  Forderung  fand  jedoch  nur  wenig  Zu- 
stimmung; die  meisten  Mathematiker  bleiben  dabei,  dass  der  logische 
Grundsatz  des  Widerspruchs  auch  in  der  Arithmetik  verwendbar  sei 
(vgl.  S.  148). 

Von  den  erwähnten  Theorien  scheint  uns  die  Cantor-Meray'sche 
am  leichtesten  durchführbar  zu  sein.  Sie  lässt  sich  ungezwungen  an 
die  Lehre  von  den  systematischen  Brüchen  anknüpfen. 


1)  Vgl.  Abschn.  IX,  Uebimg  1). 

2)  G.  Cantor,  Math.  Ann.  V.  S.  123,  XXI  S.  564.  E.  Heine,  Borchardt 
Journ.  84.  S.  172.  —  Ch.  M^ray,  Nouveau  Präcis  d' Analyse  infinitesimale  1872 
Nr  4  f.,  Le9ons  nouv.  d'Analyse  inf.  1894—97  I.  p.  23  f.  —  H.  Burkhardt 
(Vierteljahrschr.  d.  nat.  Ges.  Zürich  46  B,  S.  179)  vergleicht  die  drei  Theorien 
hinsichtlich  der  Berechnung  einer  Irrationalzahl. 

3)  Vgl.  Journal  f.  r.  u.  ang.  Mathematik  Bd.  99  S.  336,  Bd.  101  S.  339,  346 
in  der  Abhandlung  „über  den  ZahlbegrifF".  Daselbst  werden  auch  die  nega- 
tiven und  gebrochenen  Zahlen  aus  der  Arithmetik  ausgeschieden,  sodass  ihr  nur 
die  natürlichen  Zahlen  verbleiben.  So  geistreich  der  Versuch,  die  gebrochenen 
Zahlen  durch  Congruenzen  zu  ersetzen,  auch  sein  mag,  durch  Einfachheit  zeichnet 
er  sich  gerade  nicht  aus. 
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Nachdem  man  festgestellt  hat,  dass  die  S.  90  eingeführten  syste- 
matischen Brüche  aS'^  bei  ins  Unbegrenzte  ausgedehntem  n  dem  Convergenz- 
princip  genügen  (vgl.  IV.  6  und  VII.  4),  scheint  es  am  nächsten  zu  liegen, 
auszugehen  vom  Systeme  aller  systematischen  Brüche  zu  einer  bestimmten 
Grundzahl  e  ^  2 ,  der  endlichen,  sowie  der  unendlichen,  von  den  letzteren 
jedoch  diejenigen,  deren  Stellen  von  einer  bestimmten  an  sämmtlich  e  —  1 
^ind,  ausgeschlossen.  Jedem  nicht-periodischen  unendlichen  systematischen 
Bruch  wird  ein  neues  Ding,  eine  irrationale  Zahl  zugeordnet.  Gleich  sind 
zwei  irrationale  Zahlen,  wenn  an  je  zwei  Stellen  derselben  von  der  näm- 
lichen Ordnung  die  gleichen  Ziffern  stehen  und  grösser  unter  zwei  un- 
gleichen reellen  Zahlen  heisst  jene,  in  welcher  die  erste  von  der  ent- 
sprechenden Ziffer  der  anderen  verschiedene  grösser  ist.  Die  Summe 
zweier  reeller  Zahlen 


^+-+J+-  6=^+^+-+) 


wird  folgendermassen  erklärt:  „Ist  für  alle  Werthe  von  n  von  einem  be- 
stimmten, m,  an  a^-\-'b^=  e  —  1 ,  so  sei  a  -|-  b  der  rationale  Bruch 

n   -X-h  ^      ^  -\-^      H        «-1-6-1-1 

«O-T^O-T  l  \  I  -^n^Zi  I -^ 

Giebt  es  aber  zu  jeder  Zahl  m  Werthe  von  n  grösser  als  m,  wofür 
«„ -|- 6„  von  e — 1   verschieden  ist,  so  sei 

a  +  6  =  c<,  +  f  +  ...  +  J  +  ..., 

wobei  die  Ganzen  Cq  und  die  Ziffern  c\ ,  c^  •  •  •  auf  nachstehende  Weise 
zu  bestimmen  sind.  Ist  «„  -f-  ?>„  <  6  —  1 ,  so  ist  der  Theilzähler  c„  ent- 
weder a^  -\-  h^  oder  a^-\-h^-{-  1^  je  nachdem  die  erste  von  den  Summen 
%  +  i~\~^n+i-)  ^n+2~\~^n+2  '"r  welche  von  6 — 1  Verschieden  ist,  kleiner 
oder  grösser  als  e  —  1  ist.  Ist  a^-\-'b^  =  e  —  1 ,  so  ist  c^  unter  den- 
selben Bedingungen  entweder  e — 1  oder  Null.  Ist  aber  ^*„-|-^„^e,  so 
ist  c„  wieder  unter  den  nämlichen  Bedingungen  entweder  a„  -j-  ?>^  —  e 
oder  a^  +  5^-^1— e." 

Noch  viel  umständlicher  würde  die  Erklärung  des  Productes  zweier 
reeller  Zahlen  ausfallen.  Man  zieht  es  daher  vor,  vor  der  Aufstellung 
der  vier  Rechnungsarten  zur  Cantor'schen  oder  Weierstrass' sehen  Theorie 
der  irrationalen  Zahlen  überzugehen. 

Auf  die  in  Rede  stehende  Art,  welche  zuerst  von  P.  du  Bois- 
Reymond  (allg.  Functionentheorie  I.  S.  55)  empfohlen  wurde,  werden  die 
irrationalen  Zahlen  eingeführt  von  0.  Reich el  (Grundlagen  der  Arithmetik 
II.  T.  1890),  von  F.  Hocevar  (Lehrbuch  der  Arithmetik  und  Algebra 
1901),  von  E.  Czuber  (Zeitschrift  f.  d.  Realschulwesen  XXV.  Jgg. 
S.   193  f.). 

2.  Der  rationale  Grrenzwertli  einer  Function  bei  limw  =  +  ex».  — 
Wir  betrachten  nunmehr  einen  mittelst  der  vier  Rechnungsarten 
(jede  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Malen  verwendet)  aus  gegebenen 
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rationalen  Zahlen  und  dem  Buchstaben  n,  welcher  jede  ganze  Zahl 
von  einer  bestimmten  an  bedeuten  kann,  gebildeten  Ausdruck.  Er 
hat  demnach  für  jedes  solche  n  einen  rationalen  Werth.  Den  Buch- 
staben n  nennt  man,  weil  er  unbegrenzt  viele  Werthe  annehmen 
darf,  eine  Veränderliche  und  jenen  Ausdruck  eine  eindeutige 
Function  von  ihr.-^)  Die  Function,  wofür  wir  hier  schematisch 
g)^  oder  <p(n)  schreiben  werden,  kann  in  n  rational  sein  oder  nicht 
d.  h.  es  kommt  n  in  den  darin  auftretenden  Monomen  entweder  nur 
als  Factor  oder  auch  als  Exponent  vor.  Von  der  letzteren  Art  ist 
z.  B.  der  auf  S.  90  eingeführte  systematische  Bruch 

Ä,  =  ^o  +  7-  +  ^  +  ---  +  J-  (a) 

Dass  die  Begriffe  der  Veränderlichen  und  der  Function  später  (s.  Nr.  12 
und  VIII.  8)  Erweiterungen  erfahren  werden,  braucht  uns  bis  dahin 
nicht  zu  kümmern. 

Wir  haben  im  Falle,  dass  der  Bruch  S^  bei  unbegrenzt  wach- 
sendem n  periodisch  wird,  bereits  den  Grenzwerth  desselben  einge- 
führt (IV.  10).  Diesen  Begriff*  wollen  wir  zunächst  auf  eine  beliebige 
Function  von  n,    9^,  ausdehnen. 

Giebt  es  eine  rationale  Zahl  a^)  von  der  Beschaffenheit, 
dass  jeder  positiven  rationalen  Zahl  s  eine  positive  ratio- 
nale Zahl  ^  so  zugeordnet  werden  kann,  dass  stets 

\^  —  9n\<^    [d.i.  —s<a  —  (p„<s],  (b) 

wenn  nur  n^^i  ist^),  so  heisst  a  der  Grenzwerth  (limes  oder 
limite)  der  Function  (p^  bei  ins  Unendliche  wachsendem  w, 
wofür  die  abgekürzte  Schreibweise  gebraucht  wird: 

a  =  limg)^. 

7l  =  -f-00 

Man  sagt  auch :  (p^  convergirt  bei  lim  ^i  =  -|-  00  zum  Grenzwerth  a. 
Von  entscheidender  Wichtigkeit  hierbei  ist  die  wirkliche  Her- 
stellung der  Zahl  ft,  die,  wenn  nicht  für  jeden  Werth  von  n  (p^  =  a 
ist,  von  s  abhängen  muss.  Bevor  sie  nicht  geleistet  ist,  darf  von 
einem  Grenzwerthe  der  Function  cp^  nicht  gesprochen  werden.  Dabei 
darf  man  von  vorneherein  annehmen,  dass  s  in  (b)  unter  einer  be- 
stimmten, übrigens  beliebigen  positiven  Zahl  liege.  —  Ist  insbesondere 


1)  Ch.  Meray  (Le9.  nouv.  etc.  I.  p.  23)  bezeichnet  einen  solchen  Ausdruck 
als  „variant". 

2)  Ein  für  alle  Male  sei  bemerkt,  dass  im  Folgenden  griechische  Buch- 
staben, so  namentlich  qp  ,  stets  rationale  Zahlen  bedeuten. 

3)  Bei  dieser  Erklärung  des  Grenzwerthes  a  ist  vorausgesetzt ,  dass  auch 
der  Null  ein  absoluter  Betrag,  nämlich  0,  beigelegt  sei  (vgl.  III.  13).  Es  kann 
also  für  gewisse,  ja  selbst  für  alle  Werthe  von  n    qp    gleich  a  sein. 
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«  =  0,  so  muss  zu  jeder  positiven  Zahl  s  eine  ebensolche  a  gehören 
von  der  Eigenschaft,  dass  stets  |  qp^  |  <  6,  wenn  nur  t^  >  ,a  ist. 

Wenn  die  Zahlen  cp^^  cp^  •  •  •  von  einem  hinlänglich  grossen 
Werthe  von  n  an  sämmtlich  grösser  sind,  als  die  beliebig  vorgegebene 
positive  rationale  Zahl  y,  so  sagt  man,  die  Zahlen  (p^  wachsen  zu- 
gleich mit  n  ins  Unendliche  oder  (p^  hat  bei  ins  Unendliche  wach- 
sendem n  den  Grenzwerth  „plus  unendlich".  Dies  giebt  in  Kürze 
die  Formel 

lim  9)^  =  +  oü 

an.  Sie  besagt  also,  dass  zu  jeder  positiven  rationalen  Zahl  y  eine 
ebensolche  Zahl  ^  von  der  Eigenschaft  gehört,  dass  stets  cp^  >  y, 
wenn  nur  w  >  |u,  ist.     Endlich  bedeutet  die  Formel 

lim  9)^  =  —  cx) , 

w  =  -|-ao 

dass  bei  unbegi'enzt  wachsendem  n  die  Zahlen  cp^  ins  Unendliche 
abnehmen  oder  (p,^  den  Grenzwerth  „minus  unendlich"  hat,  d.  i.  den 
Umstand,  dass  zu  jeder  negativen  rationalen  Zahl  —  y  eine  positive 
rationale  Zahl  ^i  gehört  von  der  Eigenschaft,  dass  stets  9„<  —  y, 
wenn  nur  n  >  ^  ist. 

Man  merke  sich,  dass  beständiges  Wachsen  einer  Function  (p^  bei  best  ndig 
zunehmenden  n   nicht    nothwendig   das  Wachsen   derselben   ins  Unendliche 

mit  sich  bringt.     So  wachsen  die  Brüche  Yg,  Yg,  •  •  • (=  1 1  •  •  • 

zugleich  mit  n  beständig,  ohne  jemals  die   Zahl   1   zu  erreichen. 

3.  Allgemeine  Sätze  über  die  Grenz  werthe  der  Functionen  von  n, 

zunächst  freilich  nur  für  die  rationalen  Grenzwerthe  auszusprechen. 
Vgl.  jedoch  Nr.  14. 

1.  Satz.  „Wenn  die  Function  (p^  bei  lim>^  =  -^-oo  den  ratio- 
nalen Grenzwerth  a  besitzt,  so  haben  die  Functionen  7  +  9„,  yfpn 
(worin  y  eine  gegebene,  von  0  verschiedene  rationale  Zahl  bezeichnet) 
bei  \min  =  -\-(X)  bezw.  die  Grenzwerthe  y  + «,  ya.  Ist  a  nicht  0, 
so  hat  die  Function  1 :  (p^  bei  lim  n=  -\-  (x>  den  Grenzwerth  1 :  a. 
Wenn  aber  a  =  0  ist  und  die  Werthe  von  ip^  für  jedes  n  von  einem 
bestimmten  an  von  Null  verschieden  und  dabei  gleichbezeichnet 
sind,  so  hat  1 :  (p^  böi  lim  =  -j-  c»  den  Grenzwerth  +  oo.  —  Wenn 
9)„  bei  limw  =  -|-oo  den  Grenzwerth  +  cx)  hat,  so  hat  1 :  gr«  dabei 
den  Grenzwerth  Null." 

Diese  Behauptungen  sind  leicht  als  richtig  zu  erweisen.  Aus 
der  Formel 

{y±(y)  —  {y±  g?„)  =  ±  («  —  9«) 

ergiebt  sich  zufolge  der  Ungleichung  (b),  dass  wenn  nur  >^>^  ist, 


142  VII.  Abschnitt.  Rationale  Grenzwerthe  von  Functionen  von  n.         [Nr.  3. 

ist.     Das  Nämliche  besagt  aber  die  Formel 

lim  (y  +  qp  J  =  y  -\-a. 

Betrachtet  man  ferner  den  Unterschied 

so  hat  man  aus  demselben  Grunde,  wenn  nur  n^ [i  ist, 

\ycc  —  y(pj<\y\8. 

Da  bei  der  Willkürlichkeit  von  s  auch  \y\£  jede  vorgegebene  ratio- 
nale Zahl  s'  sein  kann,  so  gelangen  wir  hiermit  zur  Formel 

\imy(p^  =  ya. 

Endlich  ist 


a         w  uw 

Nun  ist  zufolge  (b)  neben  >^>f^ 

kl  — knl^k  — 9J<«;     also     \a\—8<\fp^ 
Wir  finden  demnach,  dass  wenn  n^ ^  ist. 


1 


< 


9>„|         l«l(|a|  — «) 

ist,  somit,  da  die  rechte  Seite  jede  positive  Zahl  e'  sein  kann,  die 
Formel 

lim   — ==-. 

Ist  aber  « =  0  und  ist  dabei  g)^  für  jedes  w  >  m  z.  B.  positiv,  so 
muss  jedem  £  >  0  ein  ^  >  0  so  entsprechen,  dass  wenn  nur  w  >  ,u 
ist,  0  <  9?^  <  £  ist.  Unter  derselben  Bedingung  ist  demnach 
1:9)„>1:£.  l:s  kann  jede  noch  so  grosse  positive  Zahl  sein;  wir 
erhalten  somit  die  Formel 

lim    —  =  -\-  (X). 

2.   Satz.     „Hat    auch    die   Function   ^^   bei   lim  n  =  -\-  oo    einen 
endlichen  rationalen  Grenzwerth  /3,  so  gelten  die  Formeln 

n  =  -\-<xi  «  =  -}-«> 

Die  Function  ^„ :  (p^  hat  bei  lim  w  =  +  cx) ,  wenn  a  nicht  Null 
ist,  den  Grenzwerth  /3 :  a,  wenn  dagegen  a  =  0  und  ß  nicht  0  ist, 
dabei  jedoch  (p^  von  einem  bestimmten  Werthe  des  Stellenzeigers  an 
das  nämliche  Vorzeichen  besitzt,  den  Grenzwerth  +  ^^  oder  —  <x>.  — 
Hat  (p^  den  Grenzwerth  +00,  ^^  den  von  Null  verschiedenen  Grenz- 
werth /3,  so  hat  tn'^n  d®^  Grenzwerth  0." 
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Die  Richtigkeit  dieser  Behauptungen  erhellt  unmittelbar  aus  der 
Beziehung  (b)  und  der  entsprechenden  für  die  Function  jp^y  welche 
wir  in  der  Form  ansetzen  dürfen^  dass,  unter  ^  die  in  (b)  vorkommende 
Zahl  verstanden^),  neben  w>fi  stets 

\ß-tj<^  (c*) 

sein  soll.     Nun  hat  man  nur  die  Unterschiede  zu  betrachten: 
(a  +  ß)-  {<p„  ±  tj  =  («  -  9'J  ±  (^  -  tn), 
«^-9'A  =  «|3-  {«  — («  — 9)J)    {ß  —  iß-tfn)] 

=  ^(«-9'„)  +  «(/5-*J-(«-SP„)(^-*„)- 
Demnach  findet  man  aus  den  Ungleichungen  (b)  und  (c*),  dass  neben 
n>a     \(a±ß)-((p,±7l^,)\<2s 
und,  £  kleiner  als   1  vorausgesetzt, 

ist.  In  diesen  Beziehungen  liegen,  da  nicht  allein  2^,  sondern  auch 
{|a|  +  |i3i  +  l}f  jede  beliebige  rationale  Zahl  sein  kann,  die  beiden 
Formeln  (c).  Aus  der  zweiten  von  ihnen  ergiebt  sich,  indem  man 
den  Quotienten 

1IL  =  ^  .  W, 
w  w        ^« 

^n  ^  n 

setzt,  der  erste  Satz  über  ihn.  Der  zweite  darüber  ist,  falls  z.  B. 
qp^  >  0  /5  >  0  ist,  daraus  zu  entnehmen,  dass  nunmehr  zufolge  der 
Beziehungen  (b)  und  (c*)  neben  ?^  >  ft 

^  >  t^  =  ^  —  1 

n 

ist.     Hier  kann  ß-.s  —  1  jede  noch  so  grosse  positive  Zahl  sein. 

Corollare.  3.  „Hat  die  Function  cp^  bei  lim  >^  =  -f-  oo  den  ra- 
tionalen Grenzwerth  a  und  ist  eine  zweite  Function  i/>^  so  be- 
schaffen, dass 

lim  {^^  —  g, J  =  0 

ist,  so  hat  sie  bei  lim  n  =  oc  ebenfalls  den  Grenzwerth  «."  —  Dies 
folgt  unmittelbar  aus  der  Identität 

^n  =  ^n  —  (9n  "  t„) 

durch  den  Grenzübergang  lim  n==  -\-  <X). 

4.  „Ist  eine  bestimmte  (d.  h.  von  n  unabhängige)  Anzahl  von 
Functionen  von  n 

9>n,    tny    In    "■    «n 

1)  Wollte  man  nämlich  zunächst  auch  annehmen,  dass  die  Ungleichung  (c*) 
nur  dann  besteht,  wenn  w  <  j;  ist,  so  könnte  man  doch  die  beiden  Zahlen  fi,  v 
durch  jede  Zahl  ersetzen,  welche  weder  kleiner  als  \i,  noch  als  v  ist. 
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vorgelegt,   deren  jede  bei  limw  =  -|-oo   einen   rationalen  Grenzwertli 

besitzt,   so  hat  die  Summe  q)^^  +  ^w  4"  >C«  H h  ^n  ^^^  lim  ^^  =  +  oc 

zum  Grenzwerth  die  Summe,  das  Product  (p,^ '  '^n  '  X»  "  '  ^n  ^^™  Orenz- 
werth  das  Product  der  Grenzwertbe  der  einzelnen  Functionen." 

5.  Satz,     a)   ,,Ist    der   Grenzwerth   a  =  lim  cp^^    grösser   (kleiner) 

als  eine  gegebene  rationale  Zahl  /3,  so  giebt  es  zwei  positive  Zahlen 
^,  ^j   welche  einander  in  der  Art  entsprechen,  dass  für  jeden  Werth 

ist." 

b)  „Ist  ferner  ß  =  lim  i;^  und  a  grösser  (kleiner)  als  ß^  so  giebt 

« = -f-  00 

es  zwei  positive  Zahlen  q,  \iy  welche  einander  in  der  Ait  entsprechen, 
dass  für  jeden  Werth 

ist. 

Diese  Sätze  ergeben  sich  unmittelbar  aus  dem  Begriffe  des  ra- 
tionalen Grenzwerthes.  Es  genügt,  den  Beweis  für  einen  der  darin 
erwähnten  Fälle  durchzuführen.     Ist  z.  B. 

lim  (pn==cc       lim  ^^=  ß     und     «>/3, 

so  hat  man  nach  den  Beziehungen  (b)  und  (c*),  wenn  nur  71  >  11  ist, 
9,^  >  «  —  £  und  t^^ <  /3  +  £,  somit 

Da  a  —  /3>Ü  und  e  jede  positive  rationale  Zahl  sein  darf,  so  braucht 
man  sich  nur  f  <  (a  —  ß)\2  zu  denken,  um  auf  der  rechten  Seite  der 
letzten  Ungleichung  eine  positive  Zahl  q  zu  erhalten. 

Die  beiden  Sätze  a)  und  b)  lassen  sich  nach  I.  10  umkehren, 
wenn  man  nur  annimmt,  dass  die  Functionen  9)^,  i)^  bei  limw  =  +  oq 
rationale  Grenzwerthe  besitzen.  Weiss  man  aber  bloss,  dass  bei  w><t 
9)„  > /3  ist,  so  kann  man  nur  schliessen,  dass  \\m.(p^^^  ß  ist.  Des 
gleichen  ergiebt  sich  aus  der  für  alle  Werthe  von  n  grösser  als  ^a 
geltenden  Ungleichung  fpn^  ipn  bloss,  dass  lim  g?,,  >  lim  ?/^„  ist.  (Vgl. 
2.  und  3.  Satz  auf  S.  152.) 


4.  Legt  man  sich  eine  beliebige  Function  von  w,  9?,,,  vor,  so 
liegt  die  Frage  nahe,  ob  sie  einen  rationalen  Grenz  werth  besitzt. 
Eine  Bedingung,  welcher  die  Zahlen  cp„  dann  nothwendig  zu  genügen 
haben,  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  (b).     Es  ist  nämlich  auch 

I«  —  9n  +  rl<f  (>•=   1;2.--), 

SO  dass  man  schliessen  muss 
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weuii  nur  n  >  ^  ist.  Indem  auch  2i  jede  positive  Zahl  bedeuten 
kann,  so  gelangen  wir  hierdurch  zu  folgender  nothwendigen  Be- 
dingung: Soll  die  Function  (p^  einen  rationalen  Grenzwerth  a  besitzen, 
9,0  muss  zu  jeder  positiven  Zahl  e  eine  ebensolche  Zahl  ^ 
gehören  von  der  Eigenschaft,  dass 

\^n  +  r  —  ^n\<^,  W 

wenn  nur  n  >  ft  ist,  gleichviel  welchen  der  ganzzahligen 
Werthe  1,  2,  •••  die  Veränderliche  r  auch  annehmen  mag. 

Allein  diese  Bedingung  ist  nicht  hinreichend.  Man  kann  leicht 
/eigen,  dass  sie  an  der  Function  (p^^  erfüllt  sein  kann,  ohne  dass  ein 
rationaler  Grenzwerth  vorhanden  ist.  Die  Relation  (d)  besteht 
immer,  wenn  wir 

9'»  =  '"o  +  ^'-+ !  +  •••+ ^  =  S„ 

setzen,  wobei  wir  unter  c^  eine  ganze  Zahl,  unter  c^ ,  c^  •  •  •  c^  •  •  •  eine 

unbegrenzte  Reihe  von  Ziffern   (d.  i.   0  <  c^  <  e — 1)   verstehen,  von 

denen  man  beliebig  viele  berechnen  kann.  In  der  That  ist  nun 
ivgl.  IV.  6) 

0<S„+.-S„<^--^<i,  (e) 

1  g 

SO   dass   für   a   der  schon   in  lY.  10   benutzte  Werth   --. -r  gesetzt 

f*  f(e  — 1)    o 

werden  kann. 

Wird   die   endlose    Reihe   q  •  •  •  c^^  •  •  •   schliesslich   periodisch,   so 

ist,  wie  wir  bereits  wissen,  ein  rationaler  Grenzwerth  für  S^  vorhanden. 

Wir  zeigen  nun,  dass  umgekehrt,  wenn  ein  rationaler  Grenzwerth  a 

für  S,^   existieren   soll,   die   Reihe    c^  •  •  •  c^  •  •  •   schliesslich  periodisch 

werden  muss.     Dabei  können  wir  von  der  Annahme,  dass  die  Ziffern 

c\j  Cg  ■••  voll   einer  bestimmten   an   entweder   alle  0   oder  alle  e — 1 

sind,   natürlich   absehen.     Es    soll   mithin  zu  jedem    £>0   ein   fA>0 

gehören  von   der  Eigenschaft,   dass   |  a  — S^  |  <  ^   ist   für   alle  l^  >  /Lt. 

Wir    bemerken    zunächst    nach    (e),     dass    für    jeden    der     Werthe 

n  =  0,  1,2  •••  und  r=l,2    ■- 

S^  +  r  -^  ^n  ^n  +  r  +   ^^T^  ^  ^n  +  -^ ' 

S^  nimmt  also  zugleich  mit  n  beständig  zu.  Daraus  folgt  hier, 
dass  ein  jedes  S^  kleiner  als  a  ist.  In  der  That  kann  für  keinen 
Werth  von  n  >S„  >  «  sein.  Wäre  nämlich  für  einen  bestimmten 
Werth  m  von  n  S^^^^a,  so  gehe  man  in  der  Reihe  c.,^^i,  <^rn  +  2  '" 
bis  zur  nächsten  von  Null  verschiedenen  Ziffer  c^^_^^.  (k^l).  Dann 
haben  wir  ^„,  +  i.  >  ^'^.     Nun   ist  für  r  ^  Z:    S^^^.^  S^^j^,   also  wäre 

Es    wäre    mithin    /S,„^^  —  a    für  jedes   r^k    nicht    unter    der    Zahl 
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^m  +  k  —  ^m  gelegen,   während   es  zufolge  der  Voraussetzung  doch  bei 
hinlänglich  grossem  r  unter  derselben  liegen  soll. 

Auf  ähnliche  Weise  schliesst  man,  dass  wenn  die  Ziffern  q,  c^    • 
nicht  von  einer  bestimmten  an  alle  gleich  e  —  1  sind,  dann 

<'<S„  +  -„      (»  =  0,1,2...) 
e 

sein  muss. 

Soll    aber    zu    einer    rationalen  Zahl    oc    eine    Folge    von   Ziffern 

^i;  ^2  '"  ^n  '"  gefunden  werden,  derart,  dass  wie  gross  n  auch  sein 

mag,  die  Relation 

s„<»<s„  +  \ 

e 
bestehe,  so  muss  die  Folge  schliesslich  periodisch  werden  (IV.  8). 

Daraus  folgt,  dass  falls  die  Ziffern  c^,  c.^  •••  c^  •••  sich  nicht 
von  einem  bestimmten  Gliede  an  periodisch  wiederholen,  S„  keinen 
rationalen  Grenzwerth  haben  kann.  Es  ist  leicht,  solche  Gesetze  für 
die  Entwickelung  der  aufeinanderfolgenden  Stellen  q,  c^  •••  vorzu- 
schreiben, dass  diese  Folge  nicht  periodisch  sein  kann.    Man  nehme  z.  B. 

9^n  =  iö  +  JÖ3  +1Ö6'"I  I  «(7.  +  1)  (*^=1^^'")7 

10       2 

welche  Function  den  Decimalbruch  0,1010010001  •  •  •  liefert. 

5.  Convergente  Functionen  von  n,  das  Convergenzprincip.  — 
Die  soeben  gemachte  Bemerkung  veranlasst  uns,  die  Eigenschaften 
einer  Folge  von  rationalen  Zahlen  cp^j  (p^  •  •  •  qp,^  •  •  •,  welche  von  einer 
unbegrenzt  wachsenden  ganzen  Zahl  n  abhängen  und  zunächst  bloss 
der  folgenden  Forderung  genügen,  näher  zu  untersuchen.  Zu  jeder 
Zahl  £>0  gehöre  eine  positive  Zahl  ^  von  der  Eigen- 
schaft, dass 

\9n  +  r  —  9^n\<^f    ^euu  uur  n>  ii  ist,  (f) 

was  immer  für  eine  ganze  positive  Zahl  r  auch  sein  mag. 
Unter  r  hat  man  sich  demnach  nicht  etwa  bloss  jede  bestimmte . 
sondern  auch  jede  von  n  abhängige  natürliche  Zahl  z.  B.  r  =  n,  2n,  ii 
vorzustellen.  — .  Eine  solche  Function  von  n  soll  convergent,  di. 
zusammengehörigen  Ungleichungen  (f)  die  Convergenzbedingung 
oder  das  Convergenzprincip  heissen.^) 


1)  G.  Cantor  (Math.  Ann.  21.  Bd.  S.  567)  nennt  eine  dem  Convergenz- 
principe  unterworfene  Reihe  qp^,  cp^  ■••  tp  ■■■  eine  Fundamentalreihe. 
J.  Thomae  (Elem.  Theor.  d.  analyt.  Functionen  §  5)  eine  reguläre  Reihe, 
J.  Tannery  (Introduction  ä  la  thäorie  des  fonctions  d'une  vaiiable  p.  25) 
suite  convergente.  Convergente  Function  nach  E.  Catalan  Th^or.  ^l^m.  des 
series  1860  p.  16. 

Anstatt  der  einen  Reihe,  deren  Glieder  das  Convergenzprincip  befriedigen, 
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Unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Function  cp^  von  n  convergent 
ist,  bestellen  die  folgenden  beiden  Sätze. 

1.  Satz.  Jede  convergente  Function  cp^  ist  endlich,  d.  h. 
es  giebt  zwei  bestimmte  Zahlen,  zwischen  welchen  ein  jeder  der 
Werthe  ^q,  q)^^  qpj,  •••  liegt.  —  Verstehen  wir  nämlich  unter  m  eine 
ganze  Zahl  grösser  als  ^,  so  hat  man  nach  (f) 

9„-l<<P,n^r<<P,n  +  ^  (r  =  1,  2,  3  •  •  •)•  (g) 

Es  ist  demnach  kein  Werth  (p^^  (n  =  0,  1  •  •  •)  grösser  als  die  grösste 
von  den  Zahlen  (Pq,  cp^  •  •  •  qp„^,  (p.^  -\-  e  und  keiner  kleiner  als  die 
kleinste  von  den  Zahlen  cp^,  q)^  •••  g)^^,  (p.^^  —  a. 

2.  Satz.     „Es  muss  einer  der  folgenden  drei  Fälle  eintreten: 

1)  Zu  jeder  rationalen  Zahl  £  >  0  gehört  eine  solche  Zahl  ft  >  0, 


I  gp^  I  <  £,  wenn  nur  n^  fi  ist; 

es  hat  also  die  Function  (p^  bei  lim  ^  =  -|-  oo  den  Grenzwerth  0.  ^)  Oder 
2)-)  Es  existiren  zwei  positive  rationale  Zahlen  q  und  ^  derart, 
dass  ip^^  >  Q  ist,  wenn  nur  n  über  der  Zahl  fi  liegt.     Oder 

3)  Es  existiren  zwei  positive  rationale  Zahlen  ^,  ^  derart,  dass 
(p„  <i  —  Q  ist,  wenn  nur  n  über  der  Zahl  ^  liegt." 

Wir  gehen  wieder  von  den  Beziehungen  (g)  aus,  wobei  wir  uns 
unter  £  eine  gegebene  positive  rationale  Zahl  und  unter  m  eine 
stanze  Zahl  grösser  als  ^  vorstellen.  Findet  sich  nun,  dass  (p^^^  >  e 
)der  dass  (fjf^<C.  —  £y  so  ist  schon  ersichtlich,  dass  die  Zahlen  cp,^^  die 
im  zweiten  oder  dritten  Falle  ausgesprochene  Eigenschaft  besitzen. 
Es  ist  ja  z.  B.  im  ersten  9?„  >  «p^^  —  f  >  0,  wenn  nur  n  >  m  ist. 
Wenn  aber  cp^^^  entweder  einer  der  Zahlen  £  und  —  £  gleich  ist  oder 
zwischen  —  £  und  £  liegt,  so  bleibt  die  Frage  noch  unentschieden. 
Dann  setze  man  für  £  nacheinander  positive   Zahlen  f',  £''  •••  £^)  •  •  •, 

benutzt  P.  Bachmanu  (Vorlesungen  über  die  Natur  der  Irrationalzahlen  1892 
\  7)  zwei  gegen  einander  convergirende  Zahlenreihen 

«1,  «2  1  «.,  •••  a^^  ■■■        ^,  bg,  fes  •• -^i  •    •, 
von  denen  die  erste  ansteigt,  die  zweite  absteigt  d.  h.  zwei  Reihen,  deren  Glieder 
die  Bedingungen  erfüllen,  dass  für  jeden  Werth  des  Index  n 

ist  und  die  Differenz  5,„  —  a„  mit  wachsendem  n  zum  Grenzwerth  Null  con- 
yergirt.  Da  mithin  0  <  a„  +  ^  -  a„  <  ft„  —  a„  und  0  <:  b„  —  b„^r<K  —  «n 
ist,  so  ist  ersichtlich,  dass  die  beiden  Functionen  «„,  b„  convergent  sind. 

1)  Eine  solche  Reihe  qpo,  qPi  ••  nennt  E.  Heine  (Journal  f.  r.  u.  ang. 
Math.  74.  Bd.  S.  174)  eine  Elementarreihe. 

2)  Wenn  op  bei  lim  n  =  +  cx)  einen  endlichen  rationalen  Grenzwerth  cc 
hat,  so  entsprechen  die  Fälle  2)  und  3)  nach  dem  5.  Satze  a)  in  Nr.  3  dem 
Umstände,  ob  a  positiv  oder  negativ  ist. 

Stolz  u.  Gmeiner,  theoret.  Arithmetik.   II.  11 
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die  beständig  abnehmen  und  kleiner  werden,  als  jede  rationale  po- 
sitive Zahl.  Nun  sind  nur  zwei  Fälle  denkbar.  Entweder  giebt 
es  ein  bestimmtes  £^\  dem  eine  ganze  Zahl  m^  so  entspricht,  dass 
(p^  >  £^)   oder   (p^  <  —  £^^  und 

ist,  oder  es  giebt  keine  solche  Zahl.  Im  ersten  Falle  sind  die  Zahlen 
q)^  der  zweiten  oder  dritten  Classe  zuzuweisen;  im  zweiten  ge- 
hören sie  zur  ersten  Classe,  indem  man,  was  auch  p  sein  mag, 
—  ^^^  £9^m  ^  ^^\  also  nach  (g)  —  2e^)<  (p^  ^^<  2s^^  hat.  Somit 
unterliegt  es  keinem  Zweifel,  dass  einer  der  drei  im  2.  Satze  erwähnten 
Fälle  eintreten  muss;  denn  eine  weitere  Möglichkeit  ist  ausgeschlossen. 

Es  ist  behauptet  worden,  dass  der  2.  Satz  durch  den  vorstehenden 
Schluss  nicht  erwiesen  sei,  weil  derselbe  kein  Verfahren  an  die  Hand 
giebt,  um  nach  einer  endlichen  Anzahl  von  Versuchen  zu  entscheiden, 
ob  eine  vorgelegte  Function  cp^  zur  ersten,  zweiten  oder  dritten  Classe 
gehöre.  Dieser  Einwand  kommt  indess  darauf  hinaus,  dass  der  Grundsatz 
des  Widerspruchs,  welcher  besagt,  dass  von  den  in  einer  vollständigen 
Disjunction  aufgezählten  Möglichkeiten  stets  eine  und  nur  eine  eintreten 
muss,  bei  der  Begründung  der  Arithmetik  nicht  verwendbar  sei. 

Der  vorstehende  Satz  ist  für  die  folgende  Theorie  der  irrationalen 
Zahlen  unentbehrlich.  Man  könnte  ihn  auch  mit  Hilfe  eines  anderen  in 
Nr.  13  zu  erwähnenden  Satzes  beweisen. 

3.  Satz.  „Ist  die  Function  cp^  convergent,  so  gilt  das  nämliche 
sowohl  von  der  Function  y  -^  (p„,  als  auch  von  der  Function  79p«*, 
worin  y  eine  beliebige,   von  0  verschiedene  rationale  Zahl  bedeutet." 

„Auch  die  Function  —  ist  convergent,  falls  nur  lim  (p^  nicht  0  ist." 
^n  «  =  +  « 

Die  Beweise  dieser  Sätze  bieten  sich  unmittelbar  dar.  Nach  dem 
2.  Satze  lassen  sich,  falls  lim  <p^  nicht  0  ist,  zwei  positive  Zahlen  q  fi 
so  bestimmen,  dass  j  9?„  |  >  (>  vrenn  nur  w  >  f<  ist.     Man  findet  daher 


1 


qp  qp 


i  ^         9'         ^  q' 


Ist  nun  e'  irgend  eine  positive  Zahl,  so  ermittle  man  eine  Zahl 
e<C£'q^.  Ihr  entspricht  in  (f)  eine  Zahl  ^' >  0.  Lässt  man  M  die 
grössere  unter  den  Zahlen  /i,  ft'  sein,  so  ergiebt  sich 

!  <  f ',    wenn  nur  n^  M  ist. 

4.  Satz.  „Sind  die  Functionen  (p„  und  ifj^  convergent,  so  gilt 
dasselbe  von  den  Functionen  (p^  +  ^n  "^^  9^»  ^n  •  ^^^  Function 
i^„ :  (p^  ist  ebenfalls  convergent,  wenn  nur  lim  (p^  nicht  0  ist." 

Wird    neben    der    convergenten    Function   cp^    noch    eine    zweite 


Nr.  5.|  VIT.  Abschnitt.    Convergente  Functionen  von  n.  149 

Function   i^^   von   ähnlicher  Beschaffenheit   betrachtet,    so   kann   man 
immer  behaupten,  dass  neben  (f)  auch  die  Relation  bestehe 

\tn  +  r  —  '^n\<h     ^CUU    UUr    W  >  |Lt    ist. 

Somit  folgt 

I  (9n  +  r  ±  tn  +  r)  "  (9n  ±^n)\<^^^     ^©UU    UUr    >^  >  /i    ist. 

Da  ferner 

ist  und  nach  dem  1.  Satze  solche  positive  Zahlen  q%  6%  ^i'  existiren 
müssen,  dass  für  n^  ^' 

so  wird  für  n  >  M^  worunter  wieder  die  grössere   von   den  Zahlen 
[i  und  ft'  verstanden  sei, 

1  (Pn  +  rtn  +  r  "  9^«^«  !<((>'+  <^0  ^ 

sein,  worin  (q'-{-ö')s  jede  positive  Zahl  sein  kann. 

CoroUare.  5.  „Ist  die  Function  cp^  convergent  und  ist  eine 
zweite  Function  i^^  so  beschaffen,  dass 

lim    (tn  —  fPn)  =  ^ 
n=-f-oo 

ist,  so  ist  auch  i^^  convergent."     Folgt  unmittelbar  aus  der  Identität 

6.  „Betrachtet  man  eine  bestimmte  d.  i.  von  n  unabhängige  An- 
zahl (p)  von  convergenten  Functionen  %,  xl^^,  x»  '"  ^n  ^°  ^^^^  ^^^^ 
die  Functionen 

9>n  +  tn  +  Xn-\ h   «n.  ^Pn' ^n  •  Xn  '  '  '  ^n 

convergent." 

7.  Satz.  „Wenn  die  Function  9?^  von  einem  bestimmten 
Werthe  des  n  an  bei  wachsendem  n  nicht  abnimmt  (zunimmt) 
und  dabei  jeder  ihrer  Werthe  unter  (über)  einer  und  der- 
selben rationalen  Zahl  y  liegt,  so  ist  sie  convergent." 
q)^  kann  bei  lim  n=  -\-  00  auch   einen  rationalen  Grenzwerth  haben. 

Beweis.^)     Wenn  z.  B.  für  n^m 

^n  <  ^n+i    ^iid  dabei    (p^<y       (n  =  0,1,2  •-•) 
ist,  so  muss  sich  jeder  positiven  rationalen  Zahl  s  eine  andere  solche 
Zahl  ^  so  zuordnen  lassen,  dass  für  jeden  Werth  von  n  grösser  als  fi 

0^<p„+,-9,„<.         (r=l,2...)  (h) 

ist.    Dies  lässt  sich  indirect  beweisen.    Wäre  die  Convergenzbedingung 
(h)  nicht  erfüllt,  so  müsste  jeder  Zahl  ()  >  0   eine  ganze  Zahl  w  >  ^ 

1)  J.  Tannery,  Introduction  etc.  §  24. 

11* 
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und  eine  ganze  Zahl  r  ^  1  so  entsprechen,  dass  gp„  ^  ^  —  9^«  ^  ^  wäre. 
Nach  Festsetzung  einer  Zahl  v  könnten  also  ganze  Zahlen  n^  r^  so 
gefunden  werden,  dass 

wäre.  Denkt  man  sich  ferner  ^  =  ^^  -f-  ^o?  ^^  g'^^®  ®s  ganze  Zahlen 
n^  r^  derart,  dass 

%>^0  +  ^0  (Pn,-i-r^  —  <Pn,^£       d.i.        ^/^j^^^^  ^  9«^  +  £  ^  g?«^  +  2£ 

wäre.  Fährt  man  so  zu  schliessen  fort,  so  würde  man  zu  einem 
Stellenzeiger  n,^  -|-  r^  gelangen,  wofür 

sein  müsste.     Würde  man  dann  h  so  annehmen,  dass 

9^.0  +  Q^  +  1)  f  >  7 
ist,   so   käme   man   in   Widersprach   mit    der  Annahme,   dass   (p^   bei 
jedem  Werthe   von  n  kleiner  als  y   sein  soll.     Somit   muss  das  Con- 
vergenzprinzip  im  vorliegenden  Falle  bestehen. 

6.  Aufstellung  der  irrationalen  Zahlen  und  Vergleichung  der- 
selben untereinander  und  mit  den  rationalen  Zahlen. 

1.  Definition.  „Jeder  von  der  ganzzahligen  Veränderlichen  n 
abhängigen  Function  cp^,  welche  convergent  ist,  aber  bei  lim  n  =  -\-  (X) 
einen  rationalen  Grenz werth  nicht  besitzt,  ordnen  wir  ein  neues  von 
jeder  rationalen  Zahl  verschiedenes  Object  zu,  dem  gegenüber 
qp„  die  erzeugende  Function  heisst."  Vorläufig  wenden  wir  für 
das  neue  Object  die  Bezeichnung  (cp^)  an. 

Hierbei  ist  hervorzuheben,  dass  die  Entscheidung  darüber,  ob 
eine  vorgelegte  Function  cp^  bei  lim  n=  -\-  oo  einen  rationalen  Grenz- 
werth  besitze  oder  nicht,  nicht  durch  eine  allgemeine  Methode  herbei- 
geführt werden  kann,  sondern  in  jedem  Falle  eigen thümliche,  oft 
umständliche  Untersuchungen  verlangt. 

Der  2.,  3.  und  4.  Satz  der  vorigen  Nummer  gestatten  nun,  die 
neuen  Objecte  untereinander  und  mit  den  rationalen  Zahlen  zu  ver 
gleichen  d.  i.  sie  als  Grössen  aufzufassen,  die  mit  den  rationalen 
Zahlen  zu  einem  Systeme  zusammentreten,  welches  das  der  reellen 
Zahlen  genannt  wird.  Die  neuen  Zahlen  selbst  erhalten  in  dem- 
selben das  Prädicat  „irrational".  Irrationale  oder  auch  reelle 
Zahlen  ohne  Unterschied,  ob  rational  oder  irrational,  werden  in  diesem 
Abschnitte  mit  a,  b,  c  •  •  •  bezeichnet. 

Betrachten  wir  nämlich  eine  rationale  Zahl  ß  und  zwei  coiiver 
gente  Functionen  von  n,  cp^^  und  t^„,  so  sind  auch  die  Functionen 
(p^  —  ß  und  9^  —  ^„  convergent,  so  dass  sich  auf  sie  der  2.  Satz  von 
Nr.  5  anwenden  lässt. 
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2.  Definition.    „Man  sagt  {(Pn)  =  ('^n)7  ^^^^ 

ist  d.  i.  zu  jeder  rationalen  Zahl  £  >  0  eine  eben  solche  Zahl  ^a  >  0 
gehört,  derart  dass  |  qp^  —  ^^  |  <  £,  wenn  nur  w>^  genommen  wird." 

3.  Definition.  „Man  sagt  (qpj  >  ß  (rationale  Zahl)  und  ß  <  (gjj, 
wenn  zwei  positive  rationale  Zahlen  ^,  ^  existiren,  derart 
dass  cp^  —  ßy^Qy  wenn  nur  n  grösser  ist  als  ^J' 

„Man  sagt  (cp^)  <  ß  und  ß  >  (cp^^)  wenn  zwei  positive  Zahlen  q^  ^ 
existiren,  derart  dass  cp^^  —  ßK—  Q  ist  für  alle  n  >  ^.'^ 

4.  Definition.  „Man  sagt  (cp^)  >  (z/^J,  wenn  zwei  positive  ra- 
tionale Zahlen  q,  ^  existiren,  derart  dass  tp^  —  tn^Q  ^^^  ^^^^  ^>i^; 
und  (qpj  <  (tn)}  wenn  zwei  solche  Zahlen  q,  (.i  existiren,  derart  dass 

Es  ist  unmittelbar  ersichtlich,  dass  die  in  I.  2,  5  aufgestellten 
formalen  Forderungen  durch  diese  Definitionen  erfüllt  werden.  Man 
braucht  sich  nur  an  die  Formel 

^n  —  Xn=  ("Pn  "  tn)  +{^n  "  Xn)  ■ 

ZU  erinnern.  Dass  die  Disjunction:  gleich,  grösser,  kleiner  vollständig 
sei,  erhellt  aus  dem  2.  Satze  in  Nr.  5,  den  man  nur  auf  die  Aus- 
drücke q)^  —  ß,  (p^  —  il^^  anzuwenden  hat. 

Nach  der  3.  Definition  ist  (9J  >  0,  wenn  zwei  solche  rationale 
positive  Zahlen  q,  ^  existiren,  dass  für  alle  n>^  9)„>9,  und 
i^n)  ^  ö;  wenn  zwei  solche  Zahlen  existiren,  dass  für  alle  n^  ^ 
9^  <  —  Q  ist.  Eine  irrationale  Zahl  der  ersten  Art  soll  positiv 
oder  absolut,  eine  der  zweiten  Art  negativ  heissen.  Für  jede  von  0 
verschiedene  Zahl  (cp^)  werden  die  Werthe  von  (p^  schliesslich  gleich- 
bezeichnet und  die  von  |  q)^  \  schliesslich  grösser  als  q  ;  daher  ist 
(I  qp^  I)  eine  positive  irrationale  Zahl,  die  der  absolute  Betrag  von 
i^n)  genannt  und  mit  |  (g)^)  \  bezeichnet  wird.  Nach  dem  1.  Corollar 
S.  152   ist   I  (gjj  I  =  (qpj  oder  (—  qp„),  je  nachdem  (gjj  >  oder  <  0. 

Hat  die  Function  cp^  bei  lim  n=  -\-  00  den  endlichen  rationalen 
Grenzwerth  a,  so  wollen  wir  ihn  unter  dem  bis  jetzt  nicht  erklärten 
Symbole  (qpj  verstehen.^)     Insbesondere  soll  (a)  =  cc  sein. 

1)  Die  Erklärung  von  (qp  )  für  den  Fall  dass 
lim  (p   =  cc    (rational) 

ist,  muss  so  eingerichtet  sein,  dass  die  in  den  Nrn.  6 — 10  aufgestellten  Formeln 
giltig  bleiben,  falls  die  darin  vorkommenden  Functionen  qp„,  ip^  etc.  bei 
lim  n  =  -|-  00  rationale  Grenzwerthe  besitzen.  So  dürfte  man  z.  B.  (qp„)  nicht 
gleich  xa  (unter  x  eine  von  1  verschiedene,  feste  Zahl  verstanden)  annehmen, 
weil  dann  die  Formel  (qp„)  •  {tp„)  =  (qp„  •  ip^)  nicht  besteben  würde.  In  der  That 
würde,  wenn  lim  tpn  =  ß  (rational)  ist,  links  x^cc/S,  rechts  naß  erscheinen.    Damit 
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Corollare.  1.  ^,Wird  aus  der  unbegrenzten  Folge  der  ganzen 
Zahlen  0,  1,  2  •  -  ■  eine  andere  unbegrenzte  Folge  beständig  wachsender 
Zahlen  Jcqj  \y  \  •  •  •  \  •  •  •  herausgehoben^  so  ist  (9^)  =  {(p^.  )."  — 
Da  nämlich  \^  n  sein  muss,  so  hat  man  nach  der  Convergenz- 
bedingung  (f)  auf  S.  146  neben 

Mithin  besteht  nach  der  2.  Definition  die  Gleichung  {(p^  =  (gj^.  ). 

2.  „Ist  für  w  >  ^  9n^  ß  (i^ationale  Zahl),  so  ist  (9?^)  >  ß. 
Wenn  aber  (qp^)  <  /3,  so  ist  (9?^)  ^  ß."  —  Denn  wäre  im  ersten  Falle 
(9«)  <  i^,  so  müsste  schliesslich 

9»  -  ^  <  -  9  <  0 
also  9?^  <  ß  sein.  —  Auf  ähnliche  Weise  wird  gezeigt  der  Satz: 

3.  ;,Ist  für  n^  II 

so  folgt 

ifj  >  (*„)•" 

4.  „Zu  jeder  rationalen  Zahl  £  >  0  gehört  eine  solche 
Zahl  ^  >  0,  dass 

<Pn-^<i<P„)<<Pn+^  («>,«)•"  (i) 

Beweis.  Es  sei  0<  £'<  £.  Zufolge  der  Convergenzbedingung  (f) 
gehört  zu  e'  eine  Zahl  ft'  >  0  so,  dass  neben 

n>^'  —£'<(Pn  +  r—9^n<^'  (^  =  h  ^  " ') 

ist.  Lassen  wir  hier  n  eine  feste  Zahl  grösser  als  /it'  und  r  eine 
Veränderliche  sein,  so  haben  wir  für  jeden  Werth  r  >  1 

(9^n  —  f )  —  9^n+r  =  "  «  "  ((fn+r  "  9n)       {^n  +  «)  "  ^n+r  =  ^  "  (^Pn+r  "  9«), 

also 

Da  s — e'  eine  positive  Zahl  ist,  so  schliessen  wir  hieraus  nach  der 
3.  Definition,  dass 

ist.  Nun  ist  nach  dem  1.  CoroUar  ((f^  +  r)  =  (^r)-  ^^^o  ergeben  sich 
hieraus,  wenn  wir  anstatt  ^'    ^  schreiben,  sofort  die  Beziehungen  (i). 

5.  „Wenn  die  Function  cp^  mit  wachsendem  n  nicht  abnimmt 
(zunimmt)  und  dabei  jeder  ihrer  Werthe  unter  (über)  einer  festen 
Zahl  y  liegt,  so  ist  sie  convergent  (S.  149).  Die  Zahl  (g?^)  ist 
grösser  (kleiner)  als  jeder  Werth  von  9)^." 

Beweis.     Es  sei  z.  B.  für  jedes  n    (fn+i^^n)  jedoch  sollen  die 

erledigt  sich  ein  von  E.  Illigens  (Math.  Ann.  Bd.  33  S.  159)  gegen  die  in  Rede 
stehende  Annahme  gemachter  Einwand. 
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Werthe  von  <p^  nicht  von  einem  bestimmten  an  alle  einander  gleich 
sein.  Lassen  wir  dann  m  einen  festen  Werth  von  n  sein,  so  giebt 
es  dazu  eine  solche  natürliche  Zahl  k^  dass  9?„^^jfc>  (p„^  ist.  Demnach 
ist,  wenn  nur  n^m  -\-  Je  ist, 

Daraus  folgt  nach  der  3.  Definition,  dass  (cpj  >  cp^  ist. 

6.  Betrachtet  man,   wie  in  Nr.  4,   eine   irrationale  Zahl  von  der 
systematischen  Form 

c  =  Ä)  =  Go  +  H-  +  7)' 

so  besteht,  was  immer  auch  n  für  einen  der  Werthe  0,  1,  2  •  •  • 
haben  mag,  die  Relation 

S,<c<S„  +  j„-"  (k) 

Sie  ergiebt  sich  aus  dem  vorhergehenden  Satze  unmittelbar,  denn 

Sj^  nimmt  bei  wachsendem  n  nicht  ab,  S^-\-—  nicht  zu.    (Vgl.  Nr.  3.) 

e 

Dabei  ist  auch   (S^-\ — -\  =  c. 

7.  Eine   irrationale  Zahl  (g?^)   lässt   sich  bezüglich  jeder 
Grundzahl  e  in  systematischer  Form  darstellen.    D.  h.  zu  jeder 

irrationalen  Zahl  a  =  {(p^)  giebt  es  eine  ganze  Zahl  Cq  =  0  und  eine 


endlose  Reihe 

von  Ziffern  c^,  c^  •  •  • 

c„  ••• 

(O^c 

'n^e- 

-1) 

in 

der  Art, 

dass,  wenn 

«0  +  ^  +  - 

c 

-s„ 

gesetzt  wird, 

Sn<a<S„  +  i. 

{n- 

=  0,1, 

2...) 

(1) 

und  a==(>S'„)  ist. 

Beweis.^)     Nach  (i)  ist,   wenn  n  eine  feste  Zahl  grösser  als  ^ 
bezeichnet, 

9^,  —  £  <  a  <  9)„  +  f .  (m) 

Bestimmt  man  nun  zwei  ganze  Zahlen  p,  q  so,  dass 

ist,  und  vergleicht  die  Zahl  a  der  Reihe  nach  mit  den  ganzen  Zahlen 
p-\-lj  p  -\-2  •  ■  q  —  1,  so  gelangt  man  zu  einer  solchen  ganzen 
Zahl  Cq,  dass  Cq  <^  a  <i  Cq -{- 1  ist.  Hierauf  vergleicht  man  a  der  Reihe 
nach  mit  den  Zahlen 


1)  In  Nr.  13  wird  das  Corollar  7  unmittelbar  aus  dem  Convergenzprincip 
in  Nr.  5  hergeleitet. 
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,1  ,2  ,     e—1 

So  wird  man  eine  solche  Ziffer  q  finden,  dass 

^0  +  f  <  fl<  ^0  +  — i^ 

ist.  U.  s.  f.  Auf  diese  Weise  gelangt  man  zu  einer  endlosen  Folge 
von  Ziffern  c^,  c^  ••-,  welche  so  beschaffen  ist,  dass  für  jeden  Werth 
von  n  die  Beziehungen  (1)  bestehen.  Die  Function  S^^  definirt  eine 
Zahl  c  =  (/SJ ,  wofür  die  Ungleichungen  (k)  gelten. 

Nun  ist  noch  zu  zeigen,  dass  a  =  C  ist.  Durch  Gegenüber- 
stellung der  Ungleichungen  (1)  und  (m)  ergiebt  sich,  dass  wenn  nar 
n  >  in  ist,  alsdann 


oder 


-4<9)„-S„<8  +  ^ 


ist.     Denkt  man  sich  ^  auch  so  gross,  dass  für  w  >  f*    1 :  e"*  <  £   ist, 
so  sieht  man,  dass  wenn  nur  n^  ^  ist, 

ist.     2s  kann  jede  positive  rationale  Zahl  sein,   folglich  ist  nach  der 
2.  Definition 

8.  „Gleiche   irrationale  Zahlen  a,  a'  haben   in  Bezug   auf  eine 
und  dieselbe  Grundzahl  e  die  nämliche  systematische  Form." 
Denn  vermöge  der  Gleichung  a  =  a'  folgt  aus  (1) 

S„<a'<S„+^        (»  =  0,1,2...). 

Ist  die  reelle  Zahl  a  grösser  als  eine  andere  b,  so  muss  die  erste 
Ziffer  der  systematischen  Form  der  letzteren,  welche  sich  von  der 
entsprechenden  der  ersteren  unterscheidet,  grösser  sein  als  diese. 
D.  h.  ist  a  =  (SJ,  wie  oben,  und 

6=(co+ ^ +  •••  + f:-:-K  7: +  •••  + J)= («-;.), 

so  hat  man  c„^  >  <^„r    —  Daraus  folgt,   dass  zwischen  a  und  b  unbe- 
grenzt viele  rationale  Zahlen  liegen.     Denn  wir  haben 

e 
zwischen  S^  und  S^^^  liegen  aber  unbegrenzt  viele  rationale  Zahlen. 
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9.  „Eine  reelle  Zahl  (cp^),  deren  absoluter  Betrag  kleiner 
ist  als  jede  positive  Zahl  e,  ist  Null."^) 

Denn  wäre  (cp^)  >  0,  also  ihr  absoluter  Betrag  ebenfalls  {(p^), 
so  gäbe  es  solche  positive  Zahlen  (>,  ^,  dass  für  n^  u 

<Pn>9>0 

ist.     Somit  wäre    (cp^)  ^  q    gegen   die  Voraussetzung.     Ebensowenig 
kann  ((pj  <  0  sein. 

Die  irrationalen  Zahlen  zerfallen  in  algebraische  und  transcen- 
dente.  Von  den  ersteren  ist  jede  Wurzel  einer  algebraischen  Gleichung, 
deren  Coefficienten  ganze  Zahlen  sind  (vgl.  Formel  (l)  auf  S.  70).  Von 
den  letzteren  genügt  keine  einer  solchen  Gleichung.  Zu  diesen  gehört  die 
in  Vin.  12   erwähnte  Zahl  e  und  die  Ludolph'sche  Zahl  7t. 

7.  Addition  der  reellen  Zahlen. 

5.  Definition.  „Unter  den  Summen  y  -\-  (cp^),  wo  y  rational 
ist^  verstehen  wir  die  irrationale  Zahl  ((p^  -\-  y).  Die  Zahl  (cp,^  -\-  ip^) 
heisst  die  Summe  der  irrationalen  Zahlen  (cp^)  und  (</^„)."    Es  sei  also 

o  +  W  =  W  +  o  =  (<pj 

Die  Definitionen  beruhen  auf  dem  3.  und  4.  Satze  in  Nr.  5. 
Aus  dem  2.  Satze  in  Nr.  3  entnehmen  wir,  dass  wenn  (gp^J,  (^Z'^) 
rationale  Grenzwerthe  a^  ß  bedeuten,  (cp^  -\-  tjjj  mit  c^  -\-  ß  überein- 
stimmt. Die  analoge  Bemerkung  wird  man  auch  zu  den  folgenden 
Nr.  8 — 10  zu  machen  haben. 

Bezeichnen  nun  a,  b,  C  •  •  •  reelle  Zahlen  überhaupt,  so  wird  man 
aus  der  vorstehenden  Definition  ohne  jede  Schwierigkeit  die  folgenden 
Formeln  ableiten  können. 

1)  Ist  a  =  a'  und  b  =  b'  so  ist  a  -\- h  =  a'  -{-  b'. 

Der  Vereinfachung  wegen  zerlegen  wir  diesen  Satz  in  die  beiden: 
a  -{-  h  =  a'  -\-  h  a'  -{-  h  =  a  -\-  h\  Die  Beweise  derselben  sind 
einander  ganz  ähnlich,  so  dass  wir  nur  den  ersteren  vorzunehmen 
brauchen.  Es  sei  a  =  {(pn),  Ci'  =  (cpn),  b  =  ((^'„).  Zufolge  der  Gleichung 
a  =  a'  ist 

lim  (9«  —  (pn)  =  0. 

n=-\-ca 

Demnach  hat  auch 

((Pn  +  tn)  —  ((Pn  +  ij^n)  =  (Pn  —  (Pn 

bei  lim  n  =  -\-  (X)  den  Grenzwerth  0.     Mithin  ist  a -^  h  =  a'  -\- h. 

2)  (a  +  b)  +  c==a+(b  +  c). 

3)  a  +  h  =  h  +  a. 


1)  Durch  diesen  Satz  wird  das    Princip    der    antiken  Exhaustion: 
methode  (V.  6)  in  die  Arithmetik  übertragen. 
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4)  Ist  a  >  a',  so  ist  a  -\-h>  a'  -{-  B. 

Da  a  >  a'  ist,  so  giebt  es  solche  positive  Zahlen  q,  ^,  dass  wenn 
nur  w  >  ^  ist,   qp„  —  cp'n^  Q  ist.     Mithin  haben  wir  für  w  >  f*  auch 

((Pn  +  tn)   —   (cpn   +  tn)  >  Q', 

es  ist  also 

(SPn  +  tn)    >    iSp'n   +  ^«)?    W.  Z.  b.  W. 

Damit  ist  aber  erwiesen,  dass  bei  der  Addition  der  reellen 
Zahlen  genau  dieselben  Regeln  gelten,  wie  bei  der  von  rationalen 
Zahlen. 


8.  Subtraction  der  reellen  Zahlen.  —  Die  Gleichungen 

«^  +  E  =  (sPn),       M  +  £  =  «;       (9^.)  +  l  =  M 
haben  bez.  die  Auflösungen 

und  wegen  7,  4)  je  nur  diese  eine.^)     Man  bezeichnet  sie  bez.  mit 

Is^  i^n)  =  (^n)?  s^  ergiebt  sich  j  =  0,  und  wenn  (i^^)  ^  (g? J,  simultan 
5^0.  —  Wenn 

M  +  W  =  0    i  d.  i.  wenn  ((p„  +  i^J  =  0}, 
so  folgt 

(*„)  =  0  -  (9,J, 
wofür  man  kürzer 

M  =  -  (<Pn) 

schreibt.     Die  Zahlen  (cp^)  und  —  (q)J  heissen  einander  entgegen- 
gesetzt.    Insbesondere  ist  wegen  (cp^)  +  ( —  qp„)  =  0 

(—  <Pn)  =  —  (<Pn)- 

Aus  den  oben  angeführten  Gesetzen  der  Addition  und  der  Mög- 
lichkeit und  Eindeutigkeit  der  Subtraction  in  jedem  Falle 
ergeben  sich  auch  hier  dieselben  Regeln  für  das  Rechnen  mit  Summen 
und  Dijfferenzen,  wie  bei  den  rationalen  Zahlen. 

Corollare.  1)  Zwei  reelle  Zahlen  a,  b,  deren  Differenz 
dem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  ist  als  jede  positive 
Zahl  e,  sind  einander  gleich. 

Nach  dem  9.  Corollare  in  Nr.  6  ist  nämlich  a  —  b  =  0,  also 
muss  a  =  b  sein. 


1)   Dies   lässt    sich    auch    so    zeigen.      Soll    (a)„)  eine   solche    Zahl   sein, 
z.  B.   (g)„)  -f  (qp„)  =  (i/;„)  ist,   so  muss   {<o„-\-(p„)  =  (ip„)    sein,    also   muss, 

wenn    a)„  -{-  cp„  —  '»/'«  =  *«    gesetzt    wird  ,    lim  S„  =  0    sein.       Es     muss     also 

o>n  =  i'^n  —  9>n)  +  *n  ^omit  (cö„)  =  {ip„  —  q>„)  sein. 
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2)  Ist   die   Differenz   a  —  b   kleiner   als  jede   Zahl   e  >  0, 
^0  ist  a<h. 

Indirect  zu  beweisen. 

3)  „Es  sei  (cp^)  eine   reelle   Zahl.     Dann  gehört   zu  jeder   posi- 
tiven Zahl  e  eine  positive  Zahl  ^^  derart  dass 

wenn  nur  w  >  ^  ist." 

Setzt  man   im   4.  Cor.   der  Nr.  6  für  s   eine   rationale   Zahl  ^  e, 
0  folgt^  dass  wenn  nur  n  grösser  ist  als  eine  gewisse  Zahl  ^u-  >  0, 

9n  —  ^<  M  <  9^«  +  e 
ist^  somit 

I  M  —  9> J  <  e. 

Nunmehr  sind  wir  berechtigt,  auch  eine  irrationale  Zahl  (9?^) 

als    Grenzwerth   von   cp^   bei   unbeschränkt   wachsenden   n   zu 

bezeichnen,   so  dass   von  nun  an   die  Schreibweisen  (tp^)  und  lim  9^ 

n  =  -\-co 

als  gleichbedeutend  anzusehen  sind.  Fortan  werden  wir  sagen,  dass 
die  auf  S.  146  als  convergent  bezeichnete  Function  von  w,  9^,  bei 
limw=-|-c>o  zum  Grenzwerthe  (9J  convergirt.  Wir  führen 
hier  auch  die  Bezeichnung  für  die  systematische  Zahl  (Nr.  4) 

ein,  indem  wir  unter  dem  letzten  Ausdrucke  eben  den  vorhergehenden 
Grenzwerth   verstehen.     Nur   als   eine   Summe   von   unendlich   vielen 
Gliedern  darf  man  ihn  hier  noch  nicht  ansehen,  sondern  erst  nach  IX.  7. 
Setzt  man 

J^  +  J±|  +  ---  =  r„        («  =  0,1,2.-.), 
so  ist  nach  den  Beziehungen  (Je)  auf  S.  153 

0<r„<^i±-^^,    alsor„<^„. 
Dabei  hat  man 


c. 


c 


c  =  c„  +  ^^  +  ...  +  -i  +  r„.  (n) 

Ist  r„  >  l:2e",  so  schreibt  man  hierfür  oft 

c.,+  1 

7 


c  =  c,  +  ^  +  ...  +  i^  +  (r.-i-),  (p) 


worin 


<  -^  ist. 
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9.  Multiplication  der  reellen  Zahlen. 

6.  Definition.  „Bedeutet  y  eine  von  Null  verschiedene  ratio- 
nale Zahl,  so  nenne  man  die  irrationale  Zahl  (^^J  das  Product 
^'{(Pn)  oder  {(Pn)-r.  —  Ferner  sei 

Endlich  verstehe  man  unter  dem  Producte  (gjj  •  (jl^j  dieser  irratio- 
nalen Zahlen  die  Zahl  (^^„i/'^)."  (Vgl-  wieder  Nr.  6,  3.  und  4.  Satz.) 
Es  sei  also 

y '  (<Pn)  =  M  •  y  =  (y9>n)     M  ■  (^J  ==  (9^«^«)-  (q) 

Diese  Benennungen  sind  völlig  berechtigt,  denn  es  bestehen  die 
folgenden  Formeln: 

1)  Ist  a  =  a',  h  =  h\  so  ist  a-b  =  a'-b'. 

Wie  auf  S.  65  zerlegen  wir  diesen  Satz  in  die  beiden  Sätze: 
a-b  =  a'b  a'-b  =  a'-b',  wobei  wir  nur  den  ersteren  zu  beweisen 
brauchen.  Lassen  wir  für  a  a'  b  die  nämlichen  Erklärungen  wie  in 
Nr.  7  gelten,  so  haben  wir  die  Differenz 

zu  betrachten.  Vermöge  der  Gleichung  a  ==  a'  entspricht  jedem  ra- 
tionalen £  >  0  ein  |u,  >  0  so,  dass  neben 

>i  >  ^        stets        \(pn (Pn\  <  £ 

ist.  Andererseits  wissen  wir  nach  dem  1.  Satze  in  Nr.  5,  dass  wegen 
der  Convergenz  der  Function  i?^  jeder  Werth  derselben  dem  Betrage 
nach  unter  einer  und  derselben  rationalen  Zahl  A  liegt.  Demnach 
ist,  wenn  w  >  |Lt  ist, 

Ac  stellt  gerade  wie  f  jede  positive  rationale  Zahl  dar;  wir  haben 
demnach 

((fnlpn)  =  ((p'ntn)       d.  i.        Q  •  b  =  Q'  •  b. 

Nunmehr  können  wir  aus  den  Erklärungen  (q)  sofort  die  Regeln 
über  das  Vorzeichen  und  den  absoluten  Betrag  des  Products,  welche 
mit  den  entsprechenden  in  III.  14  übereinstimmen,  herleiten.  So 
ist  z.  B. 

2)  (a  +  b)-c  =  a-c  +  b-c      a-(b±c)  =  a-b±a-c. 
8)  (ö.b)-c  =  a-(b.c). 

4)  a-b  =  b-a. 

Die  Sätze  2) — 4)  ergeben  sich  unmittelbar  aus  den  entsprechen- 
den Sätzen  für  die  erzeugenden  Functionen  der  darin  vorkommenden 
Irrationalzahlen. 

5)  Ist  a  >  a',  b  >  0,   so  hat  man   Ci\)>  a    h-^   ist  aber   b  <  0, 
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SO  hat  man  a-b<a'-b.  —  Zufolge  der  Annahme  a  >  a'  giebt  es 
zwei  solche  positive  rationale  Zahlen  q^  ^,  dass  wenn  w  >  ^, 
(fu  —  9?«  >  (>  ist.  Ist  nun  b  =  (tpn)  positiv,  so  haben  wir  nach  S.  151 
ferner  eine  positive  rationale  Zahl  6  derart,  dass  für  n^  [i  tn^  ^ 
ist.     Mithin  ist  neben  /^  >  ft 

somit  ist  nach  der  3.  oder  4.  Definition  in  Nr.  G    ab  >  a'-b. 

Daraus  folgt,  dass  bei  der  Multiplication  der  reellen  Zahlen 
genau  dieselben  Regeln  gelten,   wie   bei   der  der  rationalen  Zahlen. 

10.  Division  der  reellen  Zahlen.  —  Die  Gleichung  ^•j  =  (qpj 
hat  die  Lösung  j  =  i—J ,  wenn  nur  die  rationale  Zahl  y  nicht  0 
ist.  —  Die  Gleichungen 

worin  {q)„),  (ipj  irrationale  Zahlen  bedeuten,  haben  bezüglich  die 
Lösung 

Und  zwar  haben  diese  Gleichungen  nach  dem  5.  Satze  der  vorigen 
Nummer  je  nur  diese  eine  Lösung^),  welche  wir  bezüglich  mit 

(9n)  -7^  r  •  M,  {^n)  ■  (SPn) 

bezeichnen  werden.     Keiner  dieser  Quotienten  ist  Null. 

Die  Gleichung  (^jj  •  j:  =  0  hat  die  Lösung  J  =  0  und  zufolge 
des  soeben  erwähnten  Satzes  nur  diese  eine. 

Die  Gleichung  0  •  j  =  {il)^  hat,  wenn  (^^)  nicht  Null  ist,  gar 
keine  Lösung;  denn  was  ^  auch  für  eine  reelle  Zahl  sein  mag,  so  ist 
0  •  j  =  0.  —  Die  Gleichung  0  •  j:  =  0  wird  durch  jede  reelle  Zahl 
erfüllt. 

Die  Division  ist  mithin  dann  und  nur  dann  möglich, 
wenn  der  Divisor  nicht  Null  ist,  und  zwar  stets  in  ein- 
deutiger Weise.  Aus  diesem  Satze  folgt  im  Vereine  mit  den  oben 
nachgewiesenen  Gesetzen  der  Multiplication,  dass  bezüglich  des  Rech- 
nens mit  Producten  und  Quotienten  auch  hier  die  aus  der  Arithmetik 
der  rationalen  Zahlen  bekannten  Regeln  gelten. 

1)  Dies  lässt  sich  auch   so  nachweisen.     Soll  (coj  eine  Zahl  sein,  wofür 

^n)  ■  (9n)  =  {'^n^    Ist,    SO    muss   (co„qpJ  =  (l/j  J ,     folglich    wenn    (O^ffn  —  ^>n  =  ^n 

gesetzt  wird,  lim  d^  =  0  sein.     Es  muss  demnach 


ist,  (<a„,  =  (1/.^  :  qpj  sein. 


—  -\ "  ,   also  da  lim  —  =  0 
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Nachdem  nunmehr  erwiesen  ist,  dass  die  von  uns  eingeführten 
Zahlen  die  vier  Species  nach  denselben  Regeln^  wie  bei  den  rationalen 
Zahlen,  zulassen,  tritt  ihre  Analogie  mit  diesen  klar  zu  Tage.  Sie 
erstreckt  sich  auch  darauf,  dass  für  die  positiven  reellen  Zahlen  das 
Axiom  des  Archimedes  besteht  d.h.  der  Satz:  „Ist  a  >  b  >  0,  so 
giebt  es  doch  ein  Vielfaches  von  b,  welches  a  übertrifft:  pB  >  a.'' 
Da  B  >  0  ist,  so  giebt  es  nach  dem  2.  Cor.  S.  152  rationale  positive 
Zahlen  ß^  kleiner  als  b.  Andererseits  giebt  das  4.  Corollar  a.  a.  0. 
das  Vorhandensein  von  rationalen  Zahlen  a,  grösser  als  a,  an.  Da  nun 
nach  S.  61  ganze  positive  Zahlen  p  existiren,  so  dass  pß  ^  a  ist, 
und  ph  ^ pß  ist,  so  folgt,  dass  jpb  >  a  ist. 


11.  Das  System  der  reellen  Zahlen  zwischen  irgend  zwei  der- 
selben a  <  0,  b  >  0  ist  stetig  (V.  7).  Zunächst  bemerken  wir,  dass 
es  zu  jeder  reellen  Zahl  g  sowohl  kleinere  als  grössere  rationale 
Zahlen  giebt,  die  davon  um  weniger  verschieden  sind,  als  eine  be- 
liebig vorgegebene  positive  Zahl  e  (Nr.  8,  Cor.  3)).  Dieses  voraus- 
gesetzt, lässt  sich  nachweisen,  dass  kein  Schnitt  des  reellen 
Zahlensystems  eine  Lücke  in  demselben  anzeigt.  Angenommen, 
es  seien  m^j  tlta  die  beiden  Classen  eines  Schnittes  desselben.  Be- 
stimmt man  zwei  ganze  Zahlen  a,  h  derart,  dass 

so  wird  unter  den  Intervallen 

(«,«+!) -..(6- 1,6) 

eines  und  nur  eines  (Cq,  Cq  +  1)  vorkommen,  das  Zahlen  der  beiden 
Classen  enthält.     Desgleichen  wird  unter  den  e  Intervallen 

(co;  ^0  +  7)  •  •  •  (^0  +  '-^ ;  ^0  +  1) 

ein  und  nur  ein  solches  Intervall  vorkommen  u.  s.  f.     Auf  die  ange 
gebene    Weise    gelangt    man    zu    einer    Folge    von    ganzen    Zahlen 
Co,  q,  Cg  •••,   die  von  der  zweiten  an  Ziffern   bedeuten,  von   der  fol- 
genden Eigenschaft.     Jedes  Intervall 

{S„,S„  +  ^)        («  =  0,1,2.-.) 

enthält  Zahlen  beider  Classen.  Dabei  hat  S„  (sowie  e)  dieselbe  Be- 
deutung, wie  in  Nr.  2  (a).  Dem  Begriffe  des  Schnittes  zufolge  gehört 
auch  die  Zahl 

^  =  G«+e +?  +  ••■  +  ;«) 

zu   einer   der  beiden  Classen  desselben.     Gehört  sie   z.  B.   zur   ersten 
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Olasse,  so  lässt  sich  zeigen^  dass  sie  die  grösste  unter  den  diese  Classe 
bildenden  Zahlen  ist. 

Grabe    es   nämlich    darin   eine   Zahl   nti  >  c,   so    nehme   man    die 
L'-anze  Zahl  n  so  gross  an,  dass  1 :  e"*  <  tn^  —  c  ist.     Also  wäre 

nii  >  c  -f  — ,    somit  da  Z>  S^  ist, 
e 

e 
Es   gehören   aber   alle  Zahlen,   welche   grösser  als   S^-\ — ^  sind,   der 

zweiten  Classe  an.  Demnach  kann  es  in  der  ersten  Classe  keine  Zahl 
grösser  als  c  geben.  Nimmt  man  aber  an,  dass  c  zur  zweiten  Classe 
gehört,  so  überzeugt  man  sich  auf  ähnliche  Art  davon,  dass  c  die 
kleinste  unter  den  Zahlen  dieser  Classe  sein  muss. 


12.  Der  allgemeine  Begriff  der  eindeutigen  Function  von  n  und 
ihres  endlichen  Grenzwerthes  bei  lim  n=  -\-  (X). 

Nach  Einführung  der  irrationalen  Zahlen  können  wir  die  ein- 
deutige Function  der  Veränderlichen  n,  welche  jeden  ganzzahligen 
Werth  von  einem  bestimmten  an  annehmen  darf,  ganz  allgemein  er- 
klären. Wird  jedem  dieser  Werthe  von  n  durch  eine  arithmetische 
Vorschrift  eine  und  nur  eine  reelle  Zahl  f^  zugeordnet,  so  heisst  f^ 
eine  eindeutige  Function  der  unabhängigen  Veränderlichen  n. 
In  einfachster  Weise  erfolgt  die  Zuordnung  dadurch,  dass  mittelst 
der  vier  Rechnungsarten,  jede  in  einer  endlichen  Anzahl  von  Malen 
verwendet,  aus  gegebenen  reellen,  rationalen  oder  irrationalen,  Zahlen 
und  dem  Buchstaben  n  ein  Ausdruck  gebildet  wird.  Dabei  ist  dann 
die  bereits  in  Nr.  2  erwähnte  Unterscheidung  zu  beachten.  Hierzu 
treten  nunmehr  Formeln  von  der  Gestalt 

fn  =   lim   5  (^;  ^) 

r==-f-  CO 

worin  ^  {^j  ^')  einen  aus  gegebenen  Zahlen  und  den  beiden  Buch- 
staben n  und  r,  wovon  auch  der  letztere  jede  natürliche  Zahl  sein 
darf,  gebildeten  Ausdruck  bedeutet. 

Dabei  denken  wir  uns  auch  den  Begriff  des  Grenzwerthes  einer 
Function  von  n  (Nr.  2  und  8)  in  der  Art  verallgemeinert,  dass  so- 
wohl die  letztere  irrationale  Werthe  annehmen,  als  auch  der  Grenz- 
werth  selbst  eine  irrationale  Zahl  sein  darf.  Wir  sagen  also:  Die 
Function  ]^  hat  bei  lim  ^  =  +  ^^  ^^^  endlichen  Grenzwerth  c 
—  kurz  geschrieben,  es  ist 
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wenn  sich  jeder  positiven  Zahl  e  eine  andere  nt  so  zuordnen 
lässt,  dass  wenn  nur 

^>v^        I  L  —  c  I  <  e 
ist. 

13.  Noth wendige  und  hinreichende  Bedingung  dazu,  dass  eine 
Function  von  n  bei  lim  w  ^  +  oo  einen  endlichen  Grenzwerth  hat. 

Wenn  wir  am  Beginne  von  Nr.  4  (p^  durch  die  allgemeine  ein- 
deutige Function  f,^^  und  die  rationalen  Zahlen  a^  e^  (i  bezw.  durch 
die  reellen  Zahlen  c^  e^  Ut  ersetzen,  so  finden  wir,  dass  wenn 

lim  l  =  c 

7i  =  -f-00 

sein  soll,   dann  jeder  positiven  Zahl  e   eine  andere  m  so  entsprechen 
muss,  dass  wenn  nur 

^>m,        |f.+.-fJ<e  (1) 

ist,  was  r  auch  für  eine  natürliche  Zahl  sein  mag. 

Nun  entsteht  die  Frage,  ob  wenn  diese  Bedingung  erfüllt  ist, 
f^^  in  der  That  bei  lim  n==  -\-  oc>  einen  endlichen  Grenzwerth  besitzt. 
Und  zwar  ist  es  unerlässlich,  diese  Frage  schon  hier  zu  entscheiden; 
denn  würde  die  Antwort  auf  dieselbe  nicht  bejahend  ausfallen,  so 
wäre  das  System  der  reellen  Zahlen  nicht  vollständig. 

Es  gilt  indess  wirklich  der  Satz  (S):  Die  nothwendige  und 
hinreichende  Bedingung  dazu,  dass  eine  eindeutige  Func- 
tion f^  von  n  bei  limn=-\-(x>  einen  endlichen  Grenzwerth 
hat,  besteht  darin,  dass  jeder  Zahl  e>0  eine  andere  m  >  0 
sich  zuordnen  lässt,  dass  wenn  nur  w  >  m  ist,  |  f„^^.  —  f «  |  <  e 
ist,  was  für  eine  natürliche  Zahl  r  auch  sein  mag.  Demnach 
darf  r  nicht  bloss  jede  bestimmte,  sondern  auch  jede  von  n  abhängige 
natürliche  Zahl  sein. 

Um  den  Beweis  dieses  Satzes  zu  führen,  wollen  wir,  was  hier 
am  nächsten  zu  liegen  scheint,  zuerst  den  folgenden  zeigen.  „Wenn 
die  Function  f^'  die  Convergenzbedingung  (1)  erfüllt  und  bei 
lim  n==  -\-  (x>  nicht  einen  systematischen  Bruch  >S^^  zum  Grenzwerth e 

hat,  so  giebt  es  sicher  eine  ganze  Zahl  ^o(^^)  ^^^^  eine  end- 
lose Folge  von  Ziffern 

^i;  ^2  •••  S  •••         (0<Cp<e—l) 
von  der  Beschaffenheit,  dass  jedem  Wertho  des  Index  p  (mit 
Einschluss  von  p==0)  eine  natürliche  Zahl  ni^  sich  so  zuordnen 
lässt,  dass  für 

»>»V      ^P<1<^+1.        iP  =  0,l,2---)  (2) 

ist." 
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Dabei  ist  wie  in  Nr.  2 


s.='^o  +  H?  +  ---  +  J- 


Der  Satz  geht  unmittelbar  aus  dem  nachstehenden  hervor:   „Es 
ei  q  eine   ganze   positive   Zahl.     Wenn   f^^   bei   lim  n=  -\-  oo   keinen 
lationalen  Grenzwerth  mit  dem  Nenner  q  besitzt,   so  existiren  sicher 
ganze  Zahlen  //,  M  derart  dass 

^  <  L  <  ~     für  aUe  n  >  M." 
Aus  (1)  ergiebt  sich,  wenn  c  =  —  und  die  ganze  Zahl  in  grösser 
als  das  zugehörige  m  vorausgesetzt  wird, 

Man  bringe  f„j  auf  die  Form 

worin  Q  eine  ganze  Zahl  bedeutet.    Ist  zufällig  r==  — ,  so  findet  man 

kann  somit  h=  Q  setzen.     Wenn  aber  r  nicht  diesen  Werth  hat,  so 
ergiebt  sich  zunächst  nur,  dass 

q       ^  \m  +  r  ^       q 

ist.     Um   den  Unterschied   der   Grenzen   auf  —  einzuschränken,  kann 

q  ' 

man  so  verfahren.     Man  setze  in  (1) 

und  bezeichne   mit  m^"^  eine    ganze  Zahl  grösser  als   ein  zu   diesem 
Werthe  von  e  gehöriges  m.     Dann  ergeben  sich  die  Beziehungen 

Nach  Ausführung  der  Rechnung 

WO  §W,  wie   die  unten   folgenden  /iW  r^    eine  ganze  Zahl  bedeutet, 
findet  man,  wenn 

^  =  /iW  +  L_       (0  <  rW  <  e*—  1) 

gesetzt  und  die  Annahme  r^  =  l:2g-e-',  welche  h  =  U''^  liefert,  nicht 
weiter  berücksichtigt  wird: 

Stolz  u.  Gmeiner,  theoret.  Arithmetik.   11.  12 
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Ist  r^>^)  der  erste  von  0  verschiedene  Divisionsrest,  so  wird 

sein,  so  dass  W^==h^  7n^^^  =  M  zu  setzen  ist.  Wollte  man  annelimen, 
dass  wie  gross  auch  5  sei,  stets  rW  =  0  sei,  so  würde  sich  er- 
geben dass 

lim   L  =  — 

sei.     Man  bemerke  zunächst,  dass  wenn 

/•(*)==  ^(«+1)  =  0 
ist,  dann  auch 

sein  muss.  Schreibt  man  in  (3)  anstatt  s  s -\-  1  und  setzt  in  der  so 
erhaltenen  Relation  r  =  l  (es  sei  m(*+^^+  Z  >  ^wW)^  in  (3)  selbst  aber 

so  folgt  unmittelbar 

^)  _  J_      ^+^)  1 

woraus  man  schliesst,  dass 

|;,(-+i)_Ä«|<l  +  -^^^^  +  j, 
also 

sein  muss.     Wenn  nun 

y(l)  _,  ^(2)  ^  ...  =3  0, 

SO  folgt 

so  dass  aus  (3)  sich  ergiebt 

d.  i. 

lim  f„  =  M') :  q. 

«=4-00 

Es  kann  die  Aufgabe  vorkommen,  den  Zähler  U^^  wirklich  zu 
berechnen.  Sie  wird  durch  das  soeben  entwickelte  Vei-fahren  nur 
dann  mit  Sicherheit  gelöst,  wenn  man  von  vornherein  weiss,  dass  ein 
rationaler   Grenzwerth  mit  dem  Nenner  q  für  f„  ausgeschlossen  ist. 
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In  einem  solchen  Falle  muss  man  nach  einer  endlichen  Anzahl 
von  Versuchen  die  gewünschte  Zahl  /i(^)  erhalten. 

Setzt  man  im  obigen  Hilfssatze  q  =  1^  so  erhellt,  dass  in  dem 
Falle,  wo  die  Function  f^  bei  lim  n  =  -{-  oo  nicht  einen  ganzzahligen 
Grenzwerth  besitzt,  immer  ganze  Zahlen  Cq  m^  existiren  müssen, 
einander  in  der  Weise  entsprechend,  dass 

<^o  <  L  <  ^0  +  1  (^^  >  ^>'o)- 

Und  wenn  ein  rationaler  Grenzwerth,  dessen  Nenner  eine  Potenz  von 
c  ist,  für  f^  ausgeschlossen  wird,  so  müssen  sich  bei  beliebigem  p 
ganze  Zahlen  h  ,  m    so  ermitteln  lassen,  dass 

Man  hat  also  auch 

Setzt  man  in  beiden  Formeln  für  n  einen  Werth,  der  grösser  ist  als 
beide  Zahlen  m^,  ^^^p+u  so  muss  man  schliessen,  dass 

^  ^      e^'  +  i      '        e^  +  i  "^      eP     ' 
d.  i. 

—  ^<\+i—  ^\  <  ^     oder     0  <  /^^^^  —  eh^  <  e  —  1, 
also 

\+i  =  ^\  +  ^^+1        0  ^  c^^,  ^  e  -  1 

h±i  =  ^  4-  ^^+1 

ist.  Setzt  man  hier  zunächst  ji9  =  0,  so  hat  man  \  =  Cq  zu  nehmen, 
so  dass  sich  ergiebt 

h  —  e  4-^. 

Setzt  man  dann  nacheinander  ^  =  1,  2  •  •  •,  so  findet  man 
^2  _i  _i_  £2^  >^     I    2i I    ^2 

u.  s.  f.     Damit  ist  der  Satz  (2)  auf  S.  162  erwiesen. 

Wir  gelangen  nunmehr  zu  folgendem  Resultat.  —  Entweder  hat 
die  Function  f„  einen  Grenzwerth  von  der  Form 

Sm=C„  +  f-  +  .--  +  J, 

oder  sie  hat  den  Grenzwerth 

C=('^o  +  ^  +  ^  +  --  +  J)- 

12* 
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Da  nämlich  zufolge  der  Formel  (k)  auf  S.  153 

ist,  so  folgt  nach  (2) 

|C  — fj<;^     für  n>mj^, 

also,  da  l-.e^  bei  lim  p  =  ~\-  oo  den  Grenzwerth  0  hat,  die  Formel 

lim  f,=  C. 

Dass  neben  c  nicht  auch  eine  davon  verschiedene  Zahl  Grenzwerth 
von  f„  sein  kann,  folgt  unmittelbar  aus  dem  1.  Corollar  in  Nr.  8. 

14.  Verallgemeinerung  der  Sätze  über  die  Grenz werthe  der 
Functionen  von  n  bei  lim  n=-{-oo  in  Nr.  3  und  des  7.  Satzes 
in  Nr.  5. 

Die  fünf  Sätze  in  Nr.  3  lassen  sich  ohne  Weiteres  dahin  aus- 
dehnen, dass  die  in  ihnen  vorkommenden  Functionen  cp^y  ^„  irgend- 
welche eindeutige  Functionen  von  >^,  die  bei  lim  n  =  -\-  cx)  einen 
reellen,  rationalen  oder  irrationalen,  Grenzwerth  besitzen,  und  die 
Zahlen  y,  ß  beliebige  reelle,  die  Zahlen  q,  ^  beliebige  positive  Zahlen 
sein  dürfen.  Und  zwar  bleiben  die  Beweise  der  Sätze  völlig  unge- 
ändert.  Wir  machen  besonders  auf  die  oft  vorkommenden  Sätze  1.,  2. 
und  3.  auf  S.  152  aufmerksam,  welche  zum  dritten  und  fünften  der 
obigen  Sätze  gehören.  —  Insbesondere  begegnet  man  häufig  dem  Satze: 
„Ist  I  9^«  I  <  I  ^„  I  nnd  es  hat  ^^  bei  lim  7i  =  -\-  oü  den  Grenzwerth 
Null,  so  auch  cp^J'  Er  folgt  unmittelbar  aus  der  Erklärung  des 
Grenz werthes  Null  auf  S.  141. 

Dazu  fügen  wir  ferner  die  Bemerkung:  „Die  Summe  gp„  +  ^'« 
hat  bei  limn==-{-cs:)  einen  unendlichen  Grenzwerth,  wenn  das  eine 
Glied  einen  endlichen,  das  andere  den  Grenzwerth  +  ^^  ^^®^  beide 
Glieder  einen  unendlichen  Grenzwerth  vom  nämlichen  Vorzeichen 
haben.  —  Das  Product  (p„tn  ^^^  einen  unendlichen  Grenzwerth,  wenn 
der  eine  Factor  den  Grenzwerth  +  oo,  der  andere  einen  Grenzwerth 
hat,  der  nicht  Null  ist.^' 

Haben  die  Functionen  (p^  ip^  bei  lim  n=  -\-  oo  beide  den  Grenz- 
werth Null,  so  lässt  sich  über  das  Verhalten  des  Bruches  ^„  :  <p^  bei 
lim  n  =  -\-  oo  kein  allgemeiner  Satz  mehr  aufstellen.  Dies  ist  ge- 
meint, wenn  man  von  der  „unbestimmten  Form  ^r "  spricht.  Solche 
Formen  sind  ferner 

—        oo  •  U       oo  —  oo 

oo 

d.  h.  das  Verhalten  bei  limw  =  -|-oo  eines  Bruches,  dessen  Zähler 
und  Nenner  dabei  je  einen  unendlichen  Grenzwerth  haben,  eines  Pro- 
ductes,  wovon  der  eine  Factor  den  Grenzwerth  0,   der  andere  einen 
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unendlichen  Grenzwertli  hat  und  endlich  einer  Differenz,  deren  Minuend 
und  Subtrahend  gleichbezeichnete  unendliche  Grenzwerthe  haben,  bildet 
in  jedepi  Falle  den  Gegenstand  einer  eigenen  Untersuchung. 

Dieselbe  Verallgemeinerung,  wie  die  vorhin  erwähnten  Sätze, 
gestattet  der  7.  Satz  in  Nr.  5.  Wir  können  nunmehr  aber  den  fol- 
genden Satz  aussprechen: 

„Wenn  die  eindeutige  Function  f^^  von  einem  bestimmten 
Werthe  des  n  an  bei  wachsendem  n  nicht  abnimmt  (zunimmt) 
und  dabei  jeder  ihrer  Werthe  unter  (über)  einer  und  der- 
selben Zahl  g  liegt,  so  hat  sie  bei  \imn=-\-<X)  einen  end- 
lichen Grenzwerth  c,  welcher  grösser  (kleiner)  als  jeder  Werth 
von  f„  ist."  —  Durch  den  zum  7.  Satze  in  Nr.  5  gegebenen  Beweis, 
wobei  nur  cp^,  y,  s  bezw.  durch  f^^,  g,  e  zu  ersetzen  sind,  stellen  wir 
nämlich  fest,  dass  die  Function  f„  der  Convergenzbedingung  (1)  auf 
S.  162  genügt.  Sie  hat  also  nach  dem  Satze  (S)  a.  a.  0.  bei 
lim  n  =  -{-  oo  einen  endlichen  Grenzwerth  c,  auf  den  noch  das 
5.  CoroUar  von  Nr.  6  angewendet  werden  kann. 

15.  Die  obere  und  untere  Grenze  (Schranke)  von  unbegrenzt 
vielen  Zahlen  f„  (n  =  0,1,2  •- •)^). 

Wenn  es  zu  jeder  positiven  Zahl  (5$  solche  Werthe  der  ganzen 
Zahl  fi  giebt,  dass  f „  >  Ö5  ist,  so  sagen  wir  die  Zahlen  f^  haben  die 
obere  Grenze  -\- cx)  (plus  unendlich). 

Ist  jede  Zahl  f„  kleiner  als  eine  und  dieselbe  Zahl  b,  so  giebt 
es  entweder  unter  den  Zahlen  f^^  eine  grösste  g  oder  nicht.  Im  letz- 
teren Falle  ist  eine  Zahl  g  vorhanden  von  der  Beschaffenheit,  dass 
jedes  f„  kleiner  als  g  ist,  es  aber  zu  jeder  positiven  Zahl  e  Werthe 
von  n  giebt,  wofür  f ^,  >  g  —  e  ist.  In  beiden  FäUen  heisst  g  die 
obere  Grenze  der  Zahlen  f^^.  Diese  Behauptung  lässt  sich  leicht 
beweisen.     Unter  den  Zahlen 

fofi---L  ^  (1) 

ist  jedenfalls  eine,  g„,  die  grösste.  Ebenso  sei  g^^^  die  grösste  Zahl 
in  der  Reihe  f o  fi  •  •  •  L+i-  Ist  f„^i  nicht  grösser  als  g„,  so  ist  g^^^  =  g„, 
ist  jedoch  f^^^  grösser  als  g„,  so  ist  g„  +  i  =  f„+i-  Man  sieht,  es  ist 
stets  g„^i  ^  g„.  Dabei  ist  g;j<  B.  g„  hat  demnach  nach  dem  letzten 
Satze  in  Nr.  14  bei  lim  n  =  -\-  oo  einen  endlichen  Grenzwerth  g, 
grösser  als  jede  Zahl  g„.  D.  h.  jedem  w  >  0  entspricht  eine  solche 
natürliche  Zahl  m,  dass  für  n  ^  7)i 

Ö  <  g  —  g„  <  e,     also  g^  >  g  —  e 
ist.     g„  ist  aber  ein  Werth   in   der  Reihe   (1).     Zugleich  sieht  man, 
dass  wegen  f„  ^  g„  und  g„  <  g  auch  f „  <  g  ist. 

1)  Diese  Begriffe  verdankt  man  Weierstrass.  Die  Bezeichnung  „Schranke" 
nach  M.  Pasch  (Math.  Ann.  30.  Bd.  S.  133). 
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Auf  ähnliche  Weise  gelangt  man  zum  Begriffe  der  unteren 
Grenze  der  Zahlen  f^.  Entsprechen  jeder  negativen  Zahl  — ^ 
Werthe  von  n,  wofür  f„<  — (^  ist,  so  legen  wir  den  f„  die  untere 
Grenze  —  oo  bei.  Sind  die  Zahlen  f„  sämmtlich  grösser  als  eine  und 
dieselbe  Zahl  a,  so  giebt  es  entweder  unter  ihnen  eine  kleinste  Zahl  ! 
oder  nicht.  Im  letzteren  Falle  lässt  sich  aber  eine  Zahl  t  von  der 
Beschaffenheit  angeben,  dass  jedes  f^  grösser  als  !  ist,  es  aber  zu 
jedem  e  >  0  Werthe  von  n  giebt,  wofür  f ^  <  f  -[-  e  ist.  In  beiden 
Fällen  heisst  !  die  untere  Grenze  der  Zahlen  f^. 


16.  Die  obere  und  untere  Grenze  (Unbestimmtheitsgrenze)  einer 
Function  f^^  bei  limn=-\-(x>,  welche  bei  diesem  Grenzüber- 
gang keinen  unendlichen  Grenzwerth  hat.^) 

Die  Function  f^  kann,  während  n  die  Reihe  der  ganzen  Zahlen 
von  0  an  durchläuft,  wie  z.  B.  ( —  lyn,  die  obere  Grenze  +  oo  und 
die  untere  — oo  haben.  Man  sagt  auch,  dass  f^  diese  Grenzen  bei 
lim  n  =  -\-  oo  hat. 

Es  sei  nunmehr  angenommen,  dass  f^  (w  ==  0,  1  •  •  •)  eine  endliche 
obere  Grenze  besitzt,  dass  also  jeder  dieser  Werthe  unter  einer  und 
derselben  Zahl  B  liegt.  Dann  lässt  sich,  wie  wir  jetzt  zeigen  wollen, 
der  Function  f^  stets  eine  Zahl  zuordnen,  welche  im  Falle,  dass  f„ 
bei  lim  n  =  -{-  (x>  einen  endlichen  Grenzwerth  hat,  damit  zusammenfällt. 

Bezeichnet  m  einen  bestimmten  Werth  von  w,  so  haben  die  Werthe 

Tn»7    Tjft  +  1    '  '  '  (1-    ) 

eine  endliche  obere  Grenze  g^^,  welche  die  Zahl  b  nicht  überschreitet. 
[Es  ist  nämlich  g^^  entweder  einem  dieser  Werthe  gleich  oder  es 
giebt  zu  jedem  e  >  0  unter  den  Werthen  von  n^m  mindestens  einen 
solchen,  w^,  dass 

k>9.-e  (2) 

ist.  Im  zweiten  Falle  ist  B  >  g„, —  e  oder  e  >  g„, —  b,  woraus  bei 
der  Willkürlichkeit  von  e  nach  Cor.  2  in  Nr.  8  folgt,  dass  9„,^b  ist.] 
Nun  ist 

9m4-1^9,.-  (ß) 

[Denn  mindestens  für  ein  w  >  m  +  1  muss  nach  (2)  f„  >  9,«^i — e 
sein.     Daneben  ist  für 

n^m        9„,^L;  (4) 

somit  ist  g,„  >  g„,^i  —  e,  also  g„,  ^  9,„^i.] 

1)  Diese  Unbestimmtheitsgrenzen  waren  schon  Cauchy  bekannt  (vgl. 
C.  d'Analyse  p.  121).  Er  bezeichnet  die  obere  a.  a.  0.  freiHch  ungenau  als 
Maximum.  Die  allgemeine  Erklärung  derselben  verdankt  man  P.  du  Bois- 
Reymond  (vgl.  Neue  Lehrsätze  über  die  Summen  unendlicher  Reihen,  Antritts- 
programm (1871)). 
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Zufolge  der  Beziehung  (3)  nimmt  die  Function  g^^  bei  wachsen- 
dem 7n  nicht  zu.  Dabei  kann  jedoch  g^^  nicht  unter  jede  Zahl  sinken. 
[Denn  würde  jeder  Zahl  —  &  eine  ganze  Zahl  p  so  entsprechen,  dass 
g  <  —  (3  ist,  so  wäre  vermöge  der  Beziehung  (3)  g^^  <  —  &  für 
jedes  m^p.  Also  hätte  man  nach  (4)  f„<  —  (SJ,  wenn  nur  n'^p 
ist.  Die  Function  f,^  hätte  demnach  bei  lim  n  =  +  c»  den  Grenz- 
werth  —  oo,  was  ja  ausgeschlossen  sein  soll.] 

Bleibt  aber  g,,^  für  jedes  m  über  einer  festen  Zahl  %  so  schliessen 
wir  aus  der  Beziehung  (3)  nach  der  Verallgemeinerung,  welche  dem 
7.  Satze  von  Nr.  5  in  Nr.  14  zu  theil  geworden  ist,  dass  g,^  bei 
lim  m  =  -|-  oü  einen  endlichen  Grenzwerth  D  besitzt  d.  h.  dass  jeder 
Zahl  e  >  0  eine  andere  nt  >  0  so  entspricht,  dass  neben 

^^  >  m        D  ^  g„  <  D  +  e  (5) 

ist.  Um  das  Verhalten  der  Function  f„  selbst  gegenüber  der  Zahl  O 
zu  untersuchen ,  wollen  wir  unter  n  irgend  eine  ganze  Zahl  grösser 
als  m  verstehen.  Alsdann  ist  zufolge  der  Erklärung  von  g„  f„^9„, 
somit  nach  (5)  f  <^  £)  _i_  e 

Andererseits  giebt  es  aber  zu  jedem  Werthe  von  n  einen  grösseren, 
Wj,  wofür  f„^  >  g„  —  e  ist.     Folglich  hat  man,  nach  (5), 

k  >  ^  -  e. 
Wir  haben  demnach  den  nachstehenden  Satz  erlangt: 
Wenn  jeder  Werth  der  Function  f^  unter  einer  und  der- 
selben Zahl  h  liegt,  so  giebt  es  eine  Zahl  D,  welche  so  be- 
schaffen ist,  dass  sich  jeder  positiven  Zahl  e  eine  andere  m 
so  zuordnen  lässt,  dass  wenn  nur  w  >  m, 

L<0  +  e  (6) 

ist,  dass  aber  zu  jedem  n  >  m  ein  Werth  n^^n  gehört,  wofür 

f„.  >  O  -  e  (7) 

ist.  Die  Zahl  D  wird  als  die  obere  Grenze  (deutlicher:  Unbe- 
stimmtheitsgrenze) der  Function  f„  bei  limn  == -^  oo  bezeich- 
net.     Man    schreibt    O  =  lim  sup  f^.    —    Hat    diese    Function    bei 

7l  =  -|-CO 

lim  li  =  -|-  (X)  einen  endlichen  Grenzwerth  c,  so  ist  O  =  C.  In  diesem 
Falle  gehört  nämlich  zu  jedem  e>0  ein  m'>0  derart,   dass  neben 

**>"^'  c-e<f„<c  +  e  (8) 

ist  (S.  162).  Lassen  wir  nun  n  eine  ganze  Zahl  grösser  als  m  und  m' 
sein,  so  ergiebt  sich  nach  (6)  und  (8) 

c  —  e  <  D  +  e 
und  nach   (7)   und  (8),   da  man  in   der  letzteren  Beziehung  n  =  n^ 
setzen  darf,  O  _  e  <  c  +  e. 
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Demnach  ist  |D  —  c|  <2e,  also  wegen  der  Willkürlichkeit  von  e 

O  —  c  =  0. 

Wird  angenommen,  dass  jeder  Werth  von  f^  (>z  =  0,  1  •  •  •)  über 
einer  und  derselben  Zahl  a  liegt,  so  gelangen  wir  durch  eine  ähn- 
liche Betrachtung,  welche  wir  an  der  unteren  Grenze  der  Zahlen  (1*) 
anzustellen  haben,  zur  unteren   Grenze   (ünbestimmtheitsgrenze)  U 

der   Function    f^    bei   lim  w f-oo.     Es    giebt   nämlich    dann    eine 

Zahl  U  von  der  Eigenschaft,  dass  sich  der  Zahl  e  >  0  eine  andere  n 
so  zuordnen  lässt,  dass  wenn  nur  n  >  n, 

f„>U-e  (9) 

ist,  dass  aber  zu  jedem  ^  >  n  ein  Werth  n^  >  n  gehört,  wofür 

f„,<U  +  e 
ist.     Man  schreibt  jetzt 

U  =  lim  inf  f„. 

Hat  die  Function  f^  bei  lim  n  =  -\-  (X)   den  endlichen  Grenzwerth  c, 
so  ist  U  =^  c. 

Zu  einer  endlichen  Function  f„  d.  h.  einer  solchen,  deren  Werthe 
für  n  ==  0,  1  •  •  •  sämratlich  zwischen  den  nämlichen  Zahlen  a  b  liegen, 
gehören  demnach  im  Allgemeinen  zwei  Zahlen  O  U,  ihre  Grenzen 
bei  lim  w  =  -]-  cx) .  Dabei  ist  D  ^  U.  Hat  f„  bei  lim  n  =  -\-  oo 
einen  endlichen  Grenzwerth,  so  sind  beide  ihm  gleich.  Dass  umge- 
kehrt im  Falle  der  Gleichheit  dieser  Grenzen  ihr  gemeinsamer  Werth 
der  endliche  Grenzwerth  von  f^  bei  lim  n=  -\-  oo  ist,  ergiebt  sich 
aus  den  Ungleichungen  (8)  und  (9)  unmittelbar. 

Beispiel.     Der  Ausdruck 

2  +  (—  1)«  +  l/n 
hat  bei  lim  n=  -{-  oq    3  zur  obern,  1   zur  untern  Grenze. 

17.  Unvollständige  Decimalzahlen.  In  numerischen  Rechnungen 
wird  eine  irrationale  Zahl  a  durch  einen  rationalen  Näherungswerth  a 
vertreten.  Aehnliches  gilt  von  einer  rationalen  Zahl,  welche  nicht 
genau  bekannt  ist.  —  Setzt  man 

a  =  a  +  r 

und  nimmt  an,  dass  zwei  rationale  Zahlen  (>,  0  bekannt  seien,  zwischen 
denen  r  liegt  und  zwar  so,  dass 

Q<X<6 

ist,  so  hat  man 

a  -\-  Q  <C(X  <i  cc  -\-  6, 

r  heisst  der  Fehler  des  Näherungswerthes  a  und  zwar  sein  absoluter, 
im  Gegensatze  zu  seinem  relativen  Fehler,  worunter  man  den  Betrag 
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des  Quotienten  r  :  a  versteht.  Je  kleiner  der  letztere  ist,  um  so 
genauer  heisst  der  Näherungswerth.  —  Ersetzt  man  den  Nälierungs- 
werth  a  durch  den  Werth  a  -\-  ^  (p  rational),  dessen  Fehler  x'  sei, 
so  hat  man 

a  =  a  +  r  =  a4-d  +  r',    folglich    r'  ==  r  —  8. 

Der  Fehler  r'  liegt  somit  zwischen  den  Grenzen  q  —  8  und  ö  —  d\ 
Der  Fehler  des  Werthes  «  +  i  (<?  +  ^)  liegt  demnach  zwischen 
—  \(p  —  q)  und  \(p  —  q),  welche  Zahl  kleiner  ist  als  der  grössere 
unter  den  Beträgen  von  9  und  6.  Gewöhnlich  denkt  man  sich  a  als 
eine  endliche  Decimalzahl  von  m  Stellen  d.  i. 

a^a^  10^  +  «1 10^-1  H h  ^r«-i  10^-'"  + ^ 

worin  p^  0    sein    kann    (vgl.    S.  86).     q  a   werden    in    Theilen    der 

Einheit  der  letzten  hier  erscheinenden  Ordnung  10^"^+^  ausgedrückt. 
Man  nimmt  entweder 

0<r<10P-"'+i     neben     0  >  r  >  —  10^-"*  +  i 
oder 

—  -^10P-"'+^<  r  <  ^10^-'"+^  (a) 

Zumeist  werden  die  letzteren  Grenzen  gebraucht,     cc  enthält,  wenn 

0<r<  10^-"^  +  !, 

bis  zu  der  Ordnung  10-"*  +  i  einschliesslich  die  nämlichen  Ziflfern 
wie  a;  wenn  aber 

0>r>  —  10^-''^  + 1, 

so  ist  in  a  die  Ziffer  von  der  Ordnung  lO-^  +  i  um  Eins  grösser 
als  in  a.^)  Beim  Gebrauche  der  Fehlergrenzen  (a)  ist  die  letzte 
Stelle  des  Näherungswerthes  a  unsicher.  Sie  stimmt  nämlich  nur 
dann  mit  der  Ziffer  von  der  Ordnung  10^~'"  +  ^  in  a  überein,  wenn 
der  Fehler  r  positiv  ist;  ist  er  aber  negativ,  so  ist  sie  um  1  zu  gross. 
Diese  Einheit  heisst  die  Correctur.  Um  die  beiden  Fälle  zu  unter- 
scheiden,  deutet  man  durch  einen  unter  die  letzte  Ziffer  von  a  ge- 

1)  Die  Richtigkeit  dieser  Behauptungen  ergiebt  sich  auf  folgende  Weise. 
Bezeichnet  cc'  die  von  den  Ziffern  von  a  bis  zur  Ordnung  io^-''*  +  i  einschliess- 
lich gebildete  Zahl,  so  dass 

a  =  a'  -\-x'        (0<r'<  10^-"^  +  ^) 

ist,  so  haben  wir  a -\-x  =-- a'  -\- x',  also  a  — a:'  =  r'  — r.  Im  ersten  Falle  ist 
demnach 

-10^-"'  +  l<a_a'<  io^-"^  +  \  im  zweiten  0  <  a  -  a' <2  -  10P-"'  +  \ 
also  beziehungsweise 

-1<     ^-^^     <1  0<     "^-^^     <2 

Nun  ist  {cc  —  cc'):  io^~"*  +  ^  eine  ganze  Zahl,  daher  ist  im  ersten  Falle  ci  —  a'=0, 
im  zweiten  (a  —  a')  :  10^-'"  +  ^=  1    d.i.   a  =  a' +  10^""*  +  ^ 
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setzten  Strich  u.  dgl.  an,  dass  a  zu  gross  sei.  So  besagt  z.  B. 
«'=0,17,  dass  der  Fehler  von  a  zwischen  0  und  0,005;  «''=0,17, 
dass  der  von  a"  zwischen  —  0,005  und  0  liegt.  Will  man  solche 
Angaben  auch  für  eine  Rechnung  verwerthen,  so  addirt  man  zu  jeder 
Zahl,  deren  letzte  Ziffer  nicht  unterstrichen  ist,  ^10^""*  +  ^  und  zieht 
von  jeder,  in  der  sie  unterstrichen  ist,  —  ^10^-"»+i  ab.  Der  Fehler 
der  so  erhaltenen  Näherungswerthe  liegt  zwischen  — ^10^-"*+^  und 
|10^-'"  +  ^  Man  würde  demnach  statt  «'  0,1725,  statt  a"  0,1675 
gebrauchen.  ■^) 

Setzt  man  «  =  10^~"*+^A,  so  dass  A  die  m-ziffrige  ganze  Zahl 

a„10'«-i+«ilO"'-^+..-  +  «„_i 

bedeutet,  so  erscheint  der  relative  Fehler  des  Näherungswerthes  « 
kleiner  als  1:A  oder  1:2A,  je  nachdem  eines  der  beiden  ersten  Paare 
von  Fehlergrenzen  oder  das  Paar  (a)  zu  Grunde  gelegt  wird.  Bei 
diesen  Annahmen  der  Fehlergrenzen  ist  demnach  der  Näherungswerth 
«  um  so  genauer,  je  grösser  die  Zahl  A  ist. 

Hieran  würde  sich  die  Ermittelung  von  Fehlergi'enzen  für  die  Er- 
gebnisse der  mit  unvollständigen  Decimalzahlen  ausgeführten  vier  Rech- 
nungsarten schliessen.  ^)  Wir  gehen  jedoch  nicht  näher  darauf  ein,  sondern 
beschränken  uns  darauf,  die  ferner  liegenden  Sätze  unter  die  Uebungen 
am  Schlüsse  des  Abschnittes  aufzunehmen. 

18.  Die  VerMltnisse  der  relativen  Strecken  als  reelle  Zahlen.  — 
Die  relativen  Strecken  auf  der  Geraden  XX'  (Fig.  II,  S.  82)  seien 
wie  in  VI.  11  mit  ^,  33,  (^  •••  bezeichnet.  Unter  der  Voraussetzung, 
dass  einer  positiven  Strecke  OE=E  die  Zahl  1  und  einer  jeden  zu 
E  commensurabeln  Strecke  5t 


1)  Wie  Gauss  (W.  IIl,  S.  242)  berichtet,  Hess  v.  Prasse  in  seinen  loga- 
rithmischen Tafeln  (1810)  die  letzte  Ziffer  eines  jeden  Logarithmen,  wenn  sie 
vergrössert  worden  war,  mit  einer  anderen  Schrift  setzen.  Gauss  bemerkt 
auch,  dass  diese  Einrichtung  dazu  dienen  kann,  die  Genauigkeit  der  Rechnung 
zu  verdoppeln;  empfiehlt  sie  und  auch  die  von  Babbage  zu  demselben  Zwecke 
getroffene  Einrichtung  jedoch  nicht,  wenn  man  Logarithmentafeln  von  mehr 
Stellen  zur  Hand  hat.  Wie  man  eine  solche  Verbesserung  der  Näherungswerthe 
bei  logarithmischen  Rechnungen  verwerthen  kann,  zeigt  Gernerth  in  seinen 
fünfstelligen  g.  Logarithmen  (1866). 

2)  Hinsichtlich  der  Theorie  der  „numerischen  Annäherungen"  verweisen 
wir  auf  Baltzer's  Elemente  der  Math.  L  Gem.  Arith.  §  18,  die  ausführlichen 
Darstellungen  von  Vieille  (Theorie  gen.  des  approximations  num.  2.  ed.  1854), 
Ruchonnet  (Clemens  de  calcul  approximativ  4.  ed.  1887),  A.  Kuckuck,  Das 
Rechnen  mit  decimalen  Zahlen,  Berlin  1872,  M.  Glos  er.  Das  abgekürzte  Rech- 
nen in  Decimalbrüchen  (Programm  der  Realschule  zu  Teschen  1874/76)  u.  A., 
endlich  auf  die  Lehrbücher  der  Arithmetik  von  J.  Bertrand  und  A.  Serret 
und  namentlich  auf  F.  Hocevar,  Lehrbuch  der  Arithmetik  und  Algebra,  Wien 
1901,  und  die  vor  kurzem  erschienenen:  „Vorlesungen  über  numerisches 
Rechnen"  von  J.  Lüroth. 
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die    Zahl    -j-  a :  b    zugeordnet   wird,    bestehen   die    folgenden    beiden 

Sätze. 

1.  Satz.  „Jeder  zu  E  nicht  commensnrabelen  Strecke  33 
entspricht  eine  und  nur  eine  irrationale  Zahl  b.  Bedeuten 
a  E  und  c^^E  zwei  zu  E  commensurabele  Strecken,  von  denen  die 
erste  kleiner,  die  zweite  grösser  als  51  ist,  so  ist  a^<Ch  und  «g  >  ^• 
b  heisst  die  Maasszahl  der  Strecke  ^  in  Bezug  auf  die  Einheit  E. 
35  wird  mit  bE  bezeichnet,  was  nicht  als  Product  anzusehen  und 
„B  an  E"  zu  lesen  ist.  Die  Zahl  b  hat  das  nämliche  Vorzeichen,  wie 
die  Strecke  33.  —  Der  grösseren  Strecke  entspricht  die  grössere  Zahl." 

Beweis.  33  liegt  zwischen  zwei  Strecken  CqE  und  (c^ -)- 1)  E, 
worin  Cq  eine  ganze  Zahl  ist.  Es  giebt  ferner  eine  bestimmte 
Ziffer  q  (ö  ^  Cj  ^  e  —  1),  so  dass 

(c„  +  ^)e<S8<(.„  +  ^)e 

ist.  U.  s.  f.  Auf  diese  Weise  gelangt  man  zu  einer  unbegrenzten 
Reihe  von  Ziffern  q,  c.2  •••,  welche  die  Eigenschaft  hat,  dass  nach 
der  Bezeichnung  von  Nr.  2 

S„E<S8<fe+i)E 

ist,  wie  gross  der  Zeiger  n  auch  sein  mag.  Die  Zahl  (S^^)  =  b  wird 
der  Strecke  33  zugeordnet.  Bedeutet  nun  a^  eine  solche  rationale  Zahl, 
dass  «1 E  <  33  ist,  so  hat  man  zufolge  der  letzten  Ungleichungen 

a,E<{S„  +  -^E     d.i.     «,<Ä„  +  1. 

Lässt  man  hier  n  ins  Unendliche  wachsen,  so  findet  man,  dass  «i  ^  b 
sein  muss.  Das  Zeichen  =  kann  hier  nicht  stehen;  denn  wollte  man 
annehmen,  dass  b  gleich  sei  einer  der  Zahlen  cc^y  so  kann  man  doch 
nach  dem  11.  Satze  in  Y.  2  eine  andere  rationale  Zahl  ai,  grösser 
als  «j ,  so  bestimmen,  dass  c^^  E  <  «i  E  <  33  ist ;  es  müsste  demnach, 
da  auch  ai-^h  ist,  entgegen  unserer  Annahme  «i  ^  a^  sein.  Wir 
finden  demnach,  dass  neben  «^  E  <  33  stets  «^  <  b  ist.  Auf  ähnliche 
Weise  ergiebt  sich,  dass  wenn  für  eine  Rationalzahl  ccg  «'2  ^  ^  ^  ^^^> 
stets  «2  >  ^  sein  muss.  Jede  Rationalzahl  gehört  entweder  zu  den 
Zahlen  a^  oder  zu  den  Zahlen  a^ ;  es  ist  mithin  die  Zahl  b  von  jeder 
Rationalzahl  verschieden,  daher  nothwendig  eine  irrationale  Zahl.  — 
Ist  die  Strecke  35  >  33',  so  giebt  es  nach  dem  Satze  11)  S.  105  solche 
rationale  Zahlen  a^,  dass  33  >  ß^E  >  35'  ist.  Wir  haben  daher,  wenn 
b'  die  Maasszahl  der  Strecke  35'  ist,  b  >  «^^  >  ^'?  ^^^^  h^h'. 

2.  Satz.  „Jeder  irrationalen  Zahl  (1^ J  =  b  entspricht  eine 
und  nur  eine  Strecke  35,  kleiner  als  alle  Strecken  c^E  und  grösser 
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als  alle  Strecken  a^Ey  wenn  cc^  irgend  eine  rationale  Zahl  kleiner, 
a^  irgend  eine  grösser  als  B  bezeichnet.  Der  grösseren  Zahl  ent- 
spricht die  gi-össere  Strecke." 

Der  Satz  folgt  aus  der  Stetigkeit  des  Streckensystemes.  Dürfen 
wir  der  Zahl  b  keine  Strecke  zuordnen,  so  können  wir  im  Systeme  der 
relativen  Strecken  eine  Lücke  nachweisen.  Wir  zerschneiden  dasselbe 
in  folgender  Weise.  Zur  ersten  Gruppe  rechnen  wir  die  zu  E  com- 
mensurabeln  Strecken  «^E,  wo  die  Rationalzahl  «^  kleiner  als  h  ist, 
und  eine  jede  zu  E  incommensurable  Strecke  (^^,  welche  kleiner  ist 
als  eine  von  den  soeben  erwähnten  Strecken  cc^E.  Der  Strecke  ^^ 
entspricht  nach  dem  1.  Satze  eine  irrationale  Zahl  q  und  zwar  ist 
dieselbe  kleiner  als  eine  gewisse  Rationalzahl  «^,  welche  kleiner  als  B 
ist,  folglich  selbst  kleiner  als  h.  Die  zweite  Gruppe  bestehe  aus  den 
zu  E  commensurabeln  Strecken  a^E,  wo  die  rationale  Zahl  «g  grösser 
als  B  ist  und  allen  zu  E  incommensurabeln  Strecken  ^^  ?  welche  grösser 
sind  als  eine  der  Strecken  a^E.  Man  darf  ^2^==  ^2^  setzen,  wo  Cg 
eine  irrationale  Zahl  grösser  als  h  bezeichnet.  Da  nun  nach  S.  154 
zwischen  jeder  reellen  Zahl,  welche  kleiner  als  b  ist,  und  6  rationale 
Zahlen  liegen,  so  giebt  es  in  der  ersten  Gruppe  keine  grösste  Strecke. 
Aus  demselben  Grunde  enthält  die  zweite  Gruppe  keine  kleinste  Strecke. 
Der  in  Rede  stehende  Schnitt  des  Streckensystems  zeigt  mithin  eine 
Lücke  desselben  an.  Da  aber  eine  Lücke  darin  nicht  vorkommen 
darf,  so  muss  es  eine  Strecke  33  =  6  E  geben.  —  Ist  die  Zahl  b  >  B ', 
so  giebt  es,  wie  soeben  bemerkt  wurde,  Rationalzahlen  «^  zwischen 
b  und  b'.  Bedeutet  33'  die  zur  Zahl  b'  gehörige  Strecke,  so  haben 
wir  demnach  neben  93>o'iE    a^E^W'^  folglich  ist  33 >ö'. 

Wir  haben  bisher  einer  positiven,  sonst  willkürlichen  Strecke  E 
der  Geraden  XX'  die  Zahl  +  1  zugeordnet,  können  ihr  aber  auch 
die  negative  Strecke  —  E  entsprechen  lassen.  Dann  ändern  die  Maass- 
zahlen der  Strecken  bloss  sämmtlich  ihr  Vorzeichen. 

Nunmehr  gehört  zu  jedem  Streckenverhältniss  51 :  33  eine  reelle 
Zahl,  nämlich  die  Maasszahl  des  Vordergliedes  5(  in  Bezug  auf  das 
Hinterglied  33.  Und  zwar  entsprechen  je  zweien  nach  VI.  11  gleic*hen 
Verhältnissen  gleiche  Zahlen.  Sind  z.  B.  die  Verhältnisse  zweier 
Paare  von  absoluten  Strecken  Ä:B  und  A' :  B'  im  Sinne  von  Euclid 
einander  gleich  (S.  122)  und  es  bedeuten  cc^  cc^  irgend  zwei  absolute 
rationale  Zahlen  von  der  Art,  dass  a^B<iA<:ia^B  ist,  so  hat  mau 
auch  a^B' <i  A' <C 0^2^' '  Entsprechen  nun  den  genannten  Verhältnissen 
bezw.  die  Zahlen  a  a',  so  ist  nach  dem  1.  Satze  neben 

«i<a<or2     stets     ai<a'<a2, 

somit  nach  dem  1.  Satze  S.  156    Ci  =  Ci'. 

Jetzt  lassen  wir  die  in  VI.  11  bezw.  9  eingeführten  Verhältniss- 
zahlen 33 :  E  (wofür,  wenn  man  sich  die  Einheit  E  ein  für  alle  Male 
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festgesetzt  denkt^  einfach  33  geschrieben  wird)  auch  im  Falle,  dass  die 
Strecken  33  und  E  incommensurabel  sind,  mit  den  Maasszahlen  der 
Strecken  S  bezüglich  der  Einheit  E  zusammenfallen.  Ist  0  der  Null- 
punkt der  Zahlenlinie  XX\  so  heisst  die  Maasszahl  der  Strecke  OA 
gegenüber  E  die  Abscisse  des  Punktes  A. 

Um  die  Gleichsetzung  der  relativen  Verhältnisszahlen  und  der 
reellen  Zahlen  vollständig  zu  rechtfertigen,  ist  aber  noch  zu  zeigen, 
dass  den  Ergebnissen  der  in  VI.  11  erklärten  Verknüpfungen  der 
Verhältnisse  diejenigen  reellen  Zahlen  zugeordnet  sind,  welche  aus 
den  entsprechenden  Verknüpfungen  der  zu  diesen  Verhältnissen  ge- 
hörigen reellen  Zahlen  hervorgehen.  Dass  dem  in  der  That  so  sei, 
ergiebt  sich  aus  dem  nachstehenden  4.  und  5.  Satze,  welche  ihrerseits 
aus  dem  3.  folgen. 

3.  Satz.  „Es  sei  wieder  (i/;^)  =  b.  Hat  man  eine  Strecke  33 
gefunden  derart,  dass  zu  jeder  positiven  rationalen  Zahl  a  eine  andere 
^  so  gehört,  dass  für  alle  Werthe  von  n  grösser  als  ^ 

(*„-£)  E<  SB  <()^,  +  ^)E  (a) 

ist,  so  ist  33  die  der  Zahl  b  bei  der  Einheit  E  entsprechende  Strecke." 
In  der  That  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  wenn  a^  irgend  eine 
Rationalzahl  kleiner  als  b  bedeutet,  g:^E<^  und,  wenn  a^  irgend 
eine  grösser  als  B,  c*'2E>33  ist.  Ist  nämlich  ßi<f),  so  giebt  es  zwei 
positive  Rationalzahlen  q  ^'  von  der  Beschaffenheit,  dass  neben  n^  ^' 
i^„  —  «i>()  ist  (S.  151).  Also  ist  neben  n^^i'  ip^  —  g^a^y  mithin 
nach  V.  2  (i/;„  —  p)  E  >  «^  E.  Nimmt  man  in  (a)  s  =  q  und  ^  =  ft', 
so  erkennt  man,  dass  '^^a^E  ist.  Auf  ähnliche  Weise  ergiebt  sich, 
dass  neben  c^g  ^  ^    o^g  E  >  ^  ist. 

4.  Satz.  „Sind  a  b  die  Maasszahlen  der  Strecken  51  33  bezüglich 
der  Einheit  E,  so  ist  a  -{-  h  die  Maasszahl  der  Strecke  %  +  33." 
D.  h.  es  besteht  neben  der  Formel 

(5l:E)  +  (33:E)  =  (5(  +  ^):E 
die  folgende  aE  +  bE  =  (a  +  b) E.  (b) 

Beweis.  Es  sei  a  =  (9?J,  b  =  (^J;  alsdann  entspricht  jedem 
rationalen  £>0  ein  fi>0  so,  dass  neben  n>^ 

ist.     Demnach  ist  nach  dem  2.  Satze 

(<P„-b)E<%<{<p„  +  b)E       (*„-«)E<a3<(*„  +  £)E,      (d) 

somit  ist  vermöge  des  Satzes  4)  S.  118 

{g>„  +  ^^-2e)E<^  +  ^<i<p„  +  t„  +  2s)E. 

Nun  ist  (9)^^ -|- ^ J  =  a  +  b ,  2f  bedeutet  jede  beliebige  positive  ra- 
tionale Zahl,  also  entspricht  nach  dem  3.  Satze  der  Zahl  a-{-h  die 
Strecke  5t-f  33. 
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Besondere  Fälle  der  Gleichung  (b)  bilden  die  Formeln 

ÄB  +  BÄ  =  0      ÄB  +  BC  =  ÄC,  (d*) 

in  dem  Sinne  zu  nehmen,  dass  AB  BC  AC  die  Maasszahlen  dieser 
Strecken  bezüglich  einer  Einheit  bedeuten. 

5.  Satz.  „Ist  a  =  (qp„)  die  Maasszahl  der  Strecke  %  bezüglich 
der  Einheit  33,  b  ==  (t/>„)  die  der  Strecke  33  bezüglich  E,  so  ist  ab 
die  Maasszahl  von  %  in  Bezug  auf  E.'^     D.  h.  ist  $(  =  a^    S3  =  bE, 

""^  '^*  5t  =  a(bE)  =  (ab)E.  (e) 

Diese  Formel  entspricht  der  Productformel  in  VI.  11 

Sl:E  =  (5(:S3).(33:E).  (e*) 

Beweis.  Wir  nehmen  zunächst  die  beiden  Zahlen  a  und  b  als 
positiv  an.  Alsdann  dürfen  wir  auch  cp^  —  e  und  9?„  +  f  in  (c)  als 
positive  Rationalzahlen  betrachten.  Es  folgt  daher  nach  V.  2  aus  der 
letzteren  der  in  (d)  vereinigten  Ungleichungen,  dass  wenn  w  >  fi  ist, 

(9,„-a)(^„-.)E<(9,„-£)a3  (f) 

ist.     Nun  ist  zufolge  der  Voraussetzung  neben  w>^ 

(?>,-£)  S9  <  st  <(9)„  +  a)  35, 
somit  nach  ff) 

(,,„-£)(*„-«)£<  2t 

und  daher  natürlich  auch 

[9'„'/'»-(9'„  +  V'„)^-«TE<2t. 
Auf  ähnliche  Art  schliesst  man,  dass  für  ?^>ft 

ist.  Wir  dürfen  nun  nach  Nr.  5,  1.  Satz  annehmen,  dass  sämmtliche 
Werthe  tp^  und  ip^  kleiner  sind  als  eine  feste  positive  Rationalzahl  x. 
Daher  folgt  aus  den  beiden  letzten  Ungleichungen  für  n  >  ^. 

{(Pn'^n)  ist  gleich  a-b  und  2ks-\-£^  kann  kleiner  als  jede,  beliebige 
positive  Rationalzahl  s'  sein.^)  Daraus  schliessen  wir  nach  dem 
3.  Satze,  dass  zur  Strecke  5t  bei  der  Einheit  E  die  Zahl  a-h  gehört. 
Ist  von  den  Zahlen  a,  b  mindestens  eine  negativ,  so  hat  man  nur 
noch  nachzusehen,  ob  das  Product  ab  und  die  Strecke  5(  das  nämliche 
Vorzeichen  haben.  Das  ist  wirklich  stets  der  Fall.  Denn  wenn 
z.  B.  a<0  b<0  ist,  so  sind  die  Strecken  %  ^  entgegengesetzt  be- 
zeichnet und  35  eine  negative  Strecke;  folglich  ist  %  eine  positive. 
Das  Product  ah  ist  aber  auch  positiv.  Die  Formel  (e)  gilt  somit 
allgemein. 

1)  Denkt  man  sich  von  vorneherein  s'  <^2k-\-  1,  so  muss  f<<l,  somit 
t-<^s  sein.     Es  genügt  also  s  so  anzunehmen,  dass  {2yi  -\-  l)s  <^s'  ist. 
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Denken  wir  uns  die  Formel  (e)  in  die  Form  (e*)  umgeschrieben^ 
so  ersehen  wir  daraus,  dass 

2t:S8  =  (2t:E)/(S8:E)  (g) 

ist.  Die  Maasszahl  der  Strecke  51  in  Bezug  auf  die  Einheit  ^  ist 
also  gleich  dem  Quotienten  der  Maasszahlen  der  Sti'ecken  5t,  33  in 
Bezug  auf  die  Einheit  E.  Durch  diesen  Satz  ist  die  Frage  gelöst, 
welche  Zahl  einer  Strecke  5t  entspricht,  wenn  man  von  der  ursprüng- 
lichen Einheit  E  zu  einer  andern  ^  übergeht. 

Aus  der  Gleichung  (g)  erkennt  man,  dass  an  die  Stelle  einer 
Proportion  aus  vier  Strecken  (d.  i.  der  Gleichung  zwischen  zwei 
Streckenverhältnissen)  die  Gleichung  zwischen  den  Quotienten  ihrer 
Maasszahlen  in  Bezug  auf  die  nämliche  Einheit  tritt.  Bedeuten 
a  b  C  b  die  Maasszahlen  der  Strecken  5t  33  (S^  ^  in  Bezug  auf  die 
Einheit  E,  so  haben  wir  neben  der  Proportion 

5t:S3  =  (S:5D 

die  Gleichung  .^  .,  ,, . 

^  a/B  =  c/b.  (h) 

Wenn  man,  wie  es  heutzutage  selbst  in  der  Geometrie  geschieht, 
an  Stelle  der  Strecken  ihre  Maasszahlen  in  Bezug  auf  eine  Einheit 
setzt,  so  sind  die  in  VI.  4 — 7  vorgetragenen  Sätze  über  die  Verhält- 
nisse und  Proportionen  ganz  überflüssig,  da  die  ihnen  entsprechenden 
algebraischen  Umformungen  sich  jeder  Zeit  von  selbst  darbieten. 
So  folgt  z.  B.  aus  (h)  unmittelbar,  dass 

ist  (S.  126,  6.  Satz).  Dagegen  war  die  im  VI.  Abschnitte  auseinander- 
gesetzte Lehre  der  alten  Geometrie  als  Ersatz  für  die  der  damaligen 
Arithmetik  fehlenden  irrationalen  Zahlen  unentbehrlich. 
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l)  Vergleichung  der  reellen  Zahlen  untereinander  nach 
Weierstrass.  Stellt  man  den  Satz  auf  S.  163  Z.  3,  natürlich  be- 
schränkt auf  eine  convergente  Function  g)^  von  rationalem  Werthe,  an  die 
Spitze  der  in  Nr.  5  und  6  beginnenden  Entwickelung,  so  darf  man  zu- 
nächst behaupten,  dass  in  einer  irrationalen  Zahl  (9^)  die  Einheit, 
sowie  jeder  Stammbruch  l:q  eine  bestimmte  Anzahl  von  Malen, 
nämlich  //-mal,  enthalten  sei.  Alsdann  sagen  wir,  zwei  irratio- 
nale Zahlen  (g)J,  (i|;^)  seien  einander  gleich,  wenn  die  Einheit, 
sowie  ein  jeder  Stammbruch  in  beiden  gleich  oft  enthalten  ist. 
Ferner:  Es  soll  (g)^)  grösser  als  (i|;„)  sein,  wenn  wenigstens  ein  Stamm- 
bruch 1 :  g'  in  (cp^)  öfter  enthalten  ist  als  in  (1/;^).  U.  s.  w.  Diese  Er- 
klärungen sind  mit  den  in  Nr.  6  aufgestellten  gleichbedeutend.  Insbeson- 
dere besteht  der  Satz: 
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Satz.  „Genügen  die  erzeugenden  Functionen  g)„,  if»^^  zweier  in-atio- 
nalen   Zahlen  der  Bedingung,  dass 

lim  (9n  — '^J==0  (a) 

ist,  so  ist  jeder  Stammbruch  l:q  in  beiden  Zahlen  gleich  oft  enthalten. 
Und  umgekehrt:  Ist  in  den  irrationalen  Zahlen  (go„),  (i|^„)  jeder  Stamm- 
bruch gleich  oft  enthalten,  so  gilt  die  Formel    (a)." 

Der  erste  Theil  des  Satzes  wird  so  gezeigt.  Ist  l:q  in  (cp^)  //-mal, 
in  (i^^J  Z;-mal  enthalten,  so  giebt  es  eine  solche  positive  Zahl  Jf,  dass 
wenn  n'^  M  ist, 

ist.  Anderseits  kann  man  zufolge  der  Beziehung  (a)  M  auch  so  wählen, 
dass  neben  n^M 


ist.    Daher  ist 


9n  <  t«  +  ^  '^n<'Pn-\-  -^ 


—  <  — ' —        —  <  — —    d.  1.    li  <h-\-l,   7c  <Ji-{-  1. 

Um  ersichtlich  zu  machen,  dass  hier  die  Gleichungen  Ji=  k  -\-  1  und 
k  =  Ji-{-l  nicht  zutreffen,  müssen  wir  die  Entwickelung  von  Nr.  13  bis 
zum  Satze  auf  S.  162  Z.  11  v.  u.  weitergeführt  denken.  Lassen  wir  dort 
q  an  die  Stelle  von  e  treten  und  nehmen  an,  es  sei  h  ==  k  -\-  1  ^  so  finden 
wir,  dass  zu  jeder  natürlichen  Zahl  ])  eine  andere  m^  so  gehört,  dass 
wenn  nur  n  >  m^  ist, 

^.<-  +  ^  +  ---  +  -^ 

ist,  worin  c.j,  •  -  ■  c^  ^2  " '  ^\  Ziffern  sind,  also  nur  die  Werthe  0  bis 
q  —  1   annehmen  können.     Daraus  folgt  dass 

1         r  d  c„  —  d,  —  1 

9'„-^„>|  +  V^  +  ---+    "     J  (b) 

ist.  Nehmen  wir  an,  es  sei  c  —  c?^  >  —  (q  —  1 )  also  c^  —  dp  =  g  —  (q  —  l), 
worin  g  eine  natürliche  Zahl  ist,  so  ergiebt  sich  aus  (b),  dass  wenn  ^>m^, 

^«         "^-^   (Z  q'  '"  ^P-l    ~^      qP      ~  qP' 

Dies  würde  der  Formel  (a)  widersprechen.  Wollte  man  aber  annehmen, 
dass  für  jeden  der  Werthe  r  =  2 ,  3  •  •  •  c^  —  d^  =  —  2+1  d-  i- 
r?^  =  c^  -f-  (2  —  1)  also  c^  =  0  d^,  =  q  —  1  wäre,  so  müssten  q)„  und  i/;„  beide 
bei  limw=-f-^^'^  <iGn  rationalen  Grenzwerth  (k-{-l):q  haben,  was  hier 
ausgeschlossen  ist.  Also  kann  7i  nicht  gleich  k  +  1  sein.  Ebensowenig 
kann  k  =  ]i  -\-  1  sein.     Also  muss  h  =  k  sein,  w.  z.  b.  w. 
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Der  zweite  Theil  des  obigen  Satzes  folgt  unmittelbar  aus  der  Be- 
merkung, dass  wenn  nur  71^  M  ist,  alsdann 

h    ^        ^h-\-l  .       h    ^        ^  ^  + 1  1  I  I   ^  1    •  i. 

g   <^n<      Y  '  g   ^  "^^  <  "T"'  '  l'Pn  —  '^nK^    IS*- 

2)  Man  beweise  die  in  Nr.  4  und  5  des  VI.  Abschnittes  gegebenen 
Sätze  unter  der  Voraussetzung,  dass  die  dort  erscheinenden  Buchstaben 
Ä,  B  '"  die  absoluten  Verhältnisszahlen  der  bezüglichen  Grössen  gegen- 
über einer  Einheit  E  bedeuten  und  an  Stelle  der  Euclid'schen  Verhältnisse 
Ä:  B  ••  •  die  Quotienten  der  betreffenden  Verhältnisszahlen  treten. 

Die  Gleichungen  unter  ihnen  gelten  auch  für  die  relativen  Ver- 
hältnisszahlen, die  Ungleichungen  nur  unter  gewissen  Beschränkungen  über 
diese  Zahlen. 

3)  Sind  n  einander  gleiche  Brüche 

vorgelegt,  so  sind  sie  dem  Bruche 

gleich,  wofern  nur  die  reellen  Zahlen  tv^  --  •  \t)^  so  gewählt  sind,  dass  sein 
Nenner  nicht   verschwindet.   —  Sind   diese  Zahlen  aber  so   gewählt,   dass 

bitüi+bgtü^H [-Kw^  =  o 

ist,  so  muss  auch 

ttitüi  +  Ö2^2H l-ö„tx)„  =  0 

sein. 

4)  Erster  Mittelwerthsatz.  „Sind  a^,  Qg  •  •  •  ö„  beliebige,  jedoch 
nicht  sämmtlich  gleiche,  B^,  Bg  •••  h^  dagegen  gleichbezeichnete  reelle 
Zahlen,  so  liegt  der  Bruch 

K  +  h  +  ---  +  K 

zwischen  der  (oder  den)  kleinsten  und  grössten  der  Zahlen  a^,  Og  •  •  •  a„."  — 
Beweis  leicht  mittelst  der  Beziehungen  5l^ai^5l'---  (worin  ^  die 
kleinste,  51'  die  grösste  der  Zahlen  a^  bedeutet),  welche  beziehentlich  mit 
\  •  • '  multiplicirt  und  dann  addirt  werden. 

5)  Zweiter  Mittelwerthsatz.     „Setzt  man 

Ol  +  02  H \-  (^r  =  l         (r  =  1,  2  . .  •  w) 

und  nimmt  an,  dass  die  Zahlen  b^,  bg  •••  \  bei  steigendem  Stellen- 
zeiger r  entweder   nicht   abnehmen  öder  nicht  zunehmen,  so  hat  man 

n 

1 

wo  SDl  einen  Mittelwerth  zwischen  der  kleinsten  und  der  grössten  der 
Partialsummen  f^,  fg  •••  f^_^  bedeutet." 

Stolz  u.  G meiner,  theoret.  Arithmetik.  II.  13 
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Beweis.  Man  setze  o^  ==  j^  —  f^_^  und  wende  mit  Rücksicht  auf 
den  Umstand,  dass  die  Unterschiede  Bg  —  1\ ,  Og  —  Bg  •  •  •  sämmtlich  gleich- 
bezeichnet sind,  den  vorigen  Satz  an. 

6)  „Sind  a^  a^  gleichbezeichnete  reelle  Zahlen,  so  ist 

(l  +  Qi)(l  +  a2)>l  +  ai  +  a,. 

Sind  a^,  Og  •••  Cl„  (*^  ^  3)  gleichbezeichnete  reelle  Zahlen  und  ausserdem 
1  +  Qi,  1  +  Og  •  •  •  1  +  Ct„  positiv,  so  ist 

(1  +  Ol)  (1  +  0,)  •  •  •  (1  +  a„)  >  1  +  fli  +  n,  H h  «»■" 

Die  zweite  Ungleichung  ist  aus  der  ersten  durch  den  Schluss  von 
n  auf  n-\-  1  abzuleiten. 

7)  Beziehungen  unter  gewissen  Strecken  der  Zahlengeraden. 
Sind  AB  CD  vier  beliebige  Punkte  derselben  und  bedeuten  AB,  BC 
u.  s.  w.  die  diesen  Strecken  nach  Festsetzung  der  Längeneinheit  zuge- 
hörigen relativen  Zahlen,  so  bestehen  folgende  Identitäten: 

a)  BC  =  AC  —  AB 

b)  AB  -i-BC  +  CA  =  0 

c)  AB  +  BG+  CD  +  I)A  =  0 

d)  BC'  AD  +  CA'BD  +  AB  ■  CD  =  0 

e)  BC'  AD^  +  CA  •  BD^  +  AB  •  CD^  +  BC  -  CA  '  AB  ==  0. 

a)  b)  folgen  unmittelbar  aus  den  Formeln  (d*)  auf  S.  176; 
c)  folgt  aus  b),  d)  und  e)  endlich  erweisen  sich  als  richtig,  wenn  mau 
alle  darin  vorkommenden  Strecken  durch  die  Abscissen  ihrer  Endpunkte 
ausdrückt,  z.  B.  BC=  OC  —  OB. 

8)  Es  sei  wie  auf  S.  170  a  ein  rationaler  Näherungswerth  der  In-ar 
tionalzahl  a,  welcher  mit  Einheiten  von  der  Ordnung  10^  (^'^^)  schliesst. 
Man  weiss,  dass  der  Unterschied   a  —  a  zwischen  den  rationalen  Grenzen 

Q  =  (r  +  q')  10^-         (j  ==  (s  +  a')  10* 

liegt,  wobei  r  s  ganze  Zahlen  sind  und  0^^'<1,  0^ö'<l  ist. 
Ist  c'  =  0,  so  ist  5  —  1  ^  r;  ist  (?'  >  0,  so  ist  s  ^  r.  Bedeutet  dann 
cc'  die  von  den  Ziffern  der  Zahl  a  bis  einschliesslich  der  Ordnung  10* 
gebildete  Decimalzahl,  so  ist  cc'  —  cc  im  Falle  dass  g'  =  0  ist,  eine  der 
Zahlen  r  - 10*,  (;•  +  l)  10*  •  •  •  (s  —  1)  10*,  im  Falle  dass  a '  >  O  ist,  eine 
der  Zahlen  r  -10*,  (r  -|-  l)  10*  •  •  •  s  •  10*.  (Beweis  nach  der  Note  auf 
S.  171.) 

9)  Grenzen  des  Fehlers  des  durch  die  übliche  abgekürzte 
Multiplication  zweier  unvollständigen  Decimalzahlen  gefun- 
denen Productes  gegenüber  seinem  wahren  Werthe. 

Die  wahren  Werthe  zweier  positiven  Zahlen  seien  A  und  J5,  ihre 
Näherungs werthe  a,  ß  und  die  Fehler  derselben  a,  &,  so  dass 

A^a  +  a  B  =  ß  +  h  (l) 

ist.  Dabei  seien  cc,  ß  wie  in  IV.  7  beziehungsweise  m-  und  w-ziffrig 
und  zwar 
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a  =  a,10"  +  ö,  lO^-i  H h  «,„_!  10?'-'«  +  '        [p  ^  O)  (2) 

^=  fc„io'  +  fciio'->H hfc.-iio'-"+'       («lo).      (3) 

Ferner  sei  bekannt,  dass 

|a|  <-UOP-'^+i  l&l  <-|-10^-"  +  i  (4) 

ist.     Vermöge  der  Formeln  (l)  hat  man 

AB=^  (a  +  a){ß  +  h)  =  aß  +  ßa  +  ah  +  ah, 
wobei  nach  den  Formeln  (2) — (4) 

^  |a|<-i-10^  +  ^-™-«  +  2(5^10«-i  +  &^10«-2  -i \-  \_^)       (5) 

ci\'b\  <  i-10^  +  5-'«-«  +  2(aolO"^-^  +  %10"^-2-] ho^m-i)       (6) 

ist.  Wenn  die  w-ziffrige  ganze  Zahl  &olO"~^  +  •  *  •  +  ^n-i  grösser  ist  als 
die  m-ziffrige  «o  1^"*"^  +  * '  *  4~ '^m-i?  ^^^^  ^^^  Näherungswerth  ß  nach 
S.  171  genauer  ist  als  a,  so  ist  die  rechte  Seite  in  (5)  grösser  als  die 
in  (6).  Man  wird  daher  die  Rechnung  nicht  über  die  Stellen  von  der 
Ordnung  10^'  (^=i?-j-(Z  —  m -f- l)  ausdehnen.  Man  bildet  demnach  das 
abgekürzte  Product  P  der  Zahlen  a  und  ß  in  der  üblichen  Weise,  indem 
man  die  weniger  genaue  Zahl  als  Multiplicand  ansieht  und  mit 
der  genaueren  multiplicirt.  Alsdann  endet  das  erste  Theilproduct 
k&qIO^  genau  mit  den  Einheiten  von  10^ 

Der  Fehler  von  P  ergiebt  sich  aus  der  Formel 

AB  —  P={a  +  a)B  —  P=  (aB  —  P)  +  Ba, 
Er  zerfällt  mithin   in   zwei  Theile.     Für   B\a\    ist   die    Fehlergrenze    die- 
selbe, wie  für  ß\a\  in  (5),  also     °  7"     10^ 

Der  Fehler  \ccB  —  P|  ist,  falls  m<w  ist,  kleiner  als  —10^, 
falls  m  =  n  ist,  kleiner  als  l— 1  -j-    "  7~    j  10^.     Dies  ergiebt  sich 

leicht  dadurch,  dass  man  die  Fehler  der  aufeinanderfolgenden  Theilpro- 
ducte  a&olO^  a\10'^~^  •••  abschätzt.     (Dabei  sei  w  >  2.) 

Sollte  &  =  0  d.  i.  B  =  ß  sein,  so  braucht  man  im  Falle  dass  m  =  n 

ist,   als   Fehler  \aß  —  P\    nur   l— IjlO^    anzusetzen.      Dieser   Fehler 

Sil 

liegt    im  Falle    dass  m>w   ist,  stets  unter   — 10^  +  2-^  +  1,    welche    Zahl, 

wenn  m  =  n — 1  ist,  noch  um  eine  Einheit  der  genannten  Ordnung 
herabgesetzt  werden  kann. 

10)  Grenzen  des  Fehlers  des  in  der  üblichen  Weise  abge- 
kürzt berechneten  Quotienten  a:ß  gegenüber  dem  wahren  Quo- 
tienten A  :  B.  (Nach  F.  Hocevar,  Lehrbuch  der  Arithmetik  und 
Algebra  1901   S.  79.) 

Zunächst  bemerken  wir,  dass  nach  (l) 

B         ß  +  b         ß~^\B         ßBj  ^'^ 

ist.     Die  Grenzen  für  |  a  |  :  J5  und  a  \h\:  ßB  ergeben  sich  aus  denen  für 

13* 
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I  a  I  und  I  fe  I  in  (4).  Die  grössere  bestimmt  die  Stelle ,  bis  zu  welcher 
der  Quotient  a:ß  abgekürzt  zu  berechnen  ist.  Sie  sei  10*.  Bezeichnen 
wir  den  auf  diese  Weise  erhaltenen  Quotienten  mit  Q,  den  zugehörigen 
wahren  Divisionsrest  mit  JR,  welcher  sich  aus  den  vernachlässigten  Stellen 
von  cc  und  dem  Reste  der  abgekürzten  Division  zusammensetzt,  und  das 
abgekürzt  bis  auf  Einheiten  von  der  Ordnung  10^  +  *  berechnete  Product 
QXß  {ß  Multiplicator)  mit  P,  so  haben  wir 

Endlich  sei 

Qß  =  P+F.  (9) 

Wir  setzen  nun 

§-'?=(4-a+e-«)- 

Den  ersten  Theil  rechts  schätzen  wir  mittelst  der  Formel  (7)  ab  und 
hinsichtlich  des  zweiten  bemerken  wir,  dass  zufolge  (8)  und  (9) 

J    '^~    ß    ~~~f~ 

ist.  Die  Grenzen  des  Fehlers  F  der  Zahl  P  gegenüber  Qß  werden  nach 
dem  in  Uebung  9)  angeführten  Satze  ermittelt. 

10*)  Die  Function  f^  hat  bei  lim  n=  -\-  co  keinen  endlichen  Grenz- 
werth,  wenn  sie  die  folgende  Bedingung  erfüllt:  Zu  jedem  e^O  gehört 
eine  positive  Zahl  e'<e  von  der  Art,  dass  jeder  Zahl  tll  >  0  zwei  sie 
überschreitende  Werthe  der  ganzen  Zahl  ?^,  m  und  m-\-r^  entsprechen, 
wofür  1  c    1  \    '     .  ^ 

11)  Der  Satz  vom  Winkelschnitt  (vgl.  S.  136  Uebung  5))  lautet, 
wenn  man  unter  AB  u.  s.  w.  die  Masszahlen  der  Strecken  AB  u.  s.  w. 
in  Bezug  auf  die  nämliche  Einheit  E  versteht:  Es  ist  der  Quotient 

AB/BC=A'ByB'C\ 

Er  ist  in  dieser  Form  zu  beweisen,  wobei  man  die  Fälle  zu  unterscheiden 
hat,  ob  die  Strecken  AB,  BC  commensurabel  sind  oder  nicht. 


Die  Zahlen  der  Vielecke. 

12)  Die  absolute  Zahl  des  Rechtecks.  „Ordnet  man  dem 
Quadrate  von  der  Seite  1  die  Zahl  1  und  jedem  Rechtecke,  dessen  Grund- 
linie und  Höhe  bezw.  die  rationalen  Verhältnisse  g,  h  zui'  Längeneinheit 
haben,  die  Zahl  gh  zu  (IV.  2)  und  nimmt  an,  dass  jedem  Rechtecke  eine 
Zahl  und  zwar  dem  grösseren  unter  zwei  Rechtecken  von  der  nämlichen 
Höhe  (V.  5)  oder  von  der  nämlichen  Grundlinie  die  grössere  Zahl  ent- 
spreche, so  gehört  zum  Rechtecke,  dessen  Grundlinie  und  Höhe 
bezw.  die  absoluten  Verhältnisse  g,  I)  zur  Längeneinheit  besitzen 
(Nr.  16),  die  Zahl  g-I)."  Man  betrachte  zunächst  das  Rechteck  mit  der 
irrationalen  Grundlinie  g  und  der  rationalen  Höhe  h.  Ist  in  systema- 
tischer Form  g  =  lim  S^  (S.  157),    so   muss   die   Zahl   dieses   Rechtecks 

71=-}- CO 


Uebungen  zum  VIT.  Abschnitt.  183 

bei  jedem  Werthe  der  natürlichen  Zahl  n   zwischen  SJi  und  IS^  -\ — ^j  h 

liegen;  sie  ist  demnach  Q-h.  —  Der  allgemeine  Satz  ergiebt  sich  aus 
diesem  besonderen  Falle  desselben  auf  ähnliche  Weise,  indem  man  Eecht- 
ecke  von  der  Grundlinie  g  betrachtet. 

Die  relative  Zahl  eines  Rechtecks  ist  schon  in  IV.  5  erklärt. 

NB.  Mit  Hilfe  der  Rechteckszahl  lässt  sich  die  Zahl  einer  jeden 
andern,  gerad-  oder  krummlinig  begrenzten,  ebenen  Fläche  durch  einen 
Grenzwerth,  nämlich  durch  ein  Doppelintegral  erklären  (vgl.  0.  Stolz, 
GiTindzüge  der  Diff.-  u.  Integralrechnung  HI.  S.  60,  200).  Hieraus  folgt 
unmittelbar  der  Satz,  dass  der  aus  einer  endlichen  Anzahl  von  Theilen 
bestehenden  Fläche  als  Zahl  die .  Summe  der  Zahlen  ihrer  Theile  zu- 
komme. —  Die  Aufstellung  des  soeben  erwähnten  Grenzwerthes  erscheint 
für  die  Planimetrie  zu  umständlich;  man  versucht  lieber,  die  Flächen- 
zahlen mit  der  Forderung,  dass  congruenten  Flächen  die  nämliche  Zahl 
entspreche  und  der  soeben  erwähnte  Satz  über  die  Zahl  einer  aus  Theilen 
bestehenden  Fläche  gelten  soll-^),  zu  bestimmen.  Hierdurch  ergeben  sich 
die  folgenden  Sätze: 

13)  a)  „Die  absolute  Zahl  für  ein  rechtwinkliges  Dreieck  mit  den 
Katheten  g,  f)  muss  Q^/2  sein."  —  Das  Rechteck  mit  der  Grundlinie  g 
und  der  Höhe  1^  zerfällt  nämlich  durch'  eine  Diagonale  in  zwei  congruente 
rechtwinklige  Dreiecke  mit  den  Katheten  g,  !^;  mithin  ist  das  Doppelte  der 
Zahl  eines  jeden  von  ihnen  g'^. 

b)  Die  absolute  Zahl  eines  Dreieckes  mit  der  Grundlinie  g 
und  der  Höhe  ^  muss  g!f)/2  sein."  Zwei  Fälle,  je  nachdem  die  Höhe  I) 
innerhalb  oder  ausserhalb  des  Dreiecks  fällt.  Im  ersten  wird  dasselbe 
durch  die  Höhe  ^  in  zwei  rechtwinklige  Dreiecke  mit  den  Grundlinien 
g^  gg,  deren  Summe  g  ist,  zerlegt.  Die  Zahl  des  vorgelegten  Dreiecks  ist  demnach 

i9i§  +  102^  =  i(9i  +  92)^  =  iö^-     U.  s.  w. 
Zur    vollständigen    Begründung    dieser    Zuordnungen    gehören    noch 
nachstehende  drei  Sätze: 

c)  „Bezeichnet  man  die  Seiten  des  Dreiecks  ABC  mit  g,  g',  g"  und 
die  ihnen  zugehörigen  Höhen  mit  1^,  Yi  Vi  so  hat  man 

Wird  bewiesen  durch  die  Aehnlichkeit  gewisser  Dreiecke,  welche  Lehre 
bei  rationeller  Darstellung  der  Planimetrie  der  Flächenmessung  vorauf- 
gehen muss. 

d)  „Bedeutet  P  einen  beliebigen  Punkt  der  Seite  BC^  so  ist  die 
Summe  der  Zahlen  für  die  Dreiecke  ÄBP,  ÄPC  gleich  der  Zahl  des 
Dreiecks  ABC' 


1)  Man  darf  jedoch  diesen  Satz  bloss  als  ein  leitendes  Prinzip,  nicht  etwa 
als  ein  Axiom  ansehen.  Denn  im  letzteren  Falle  würde  darin  stillschweigend 
die  Annahme  liegen,  dass  wie  immer  auch  eine  Fläche  in  Theile  zerlegt  werden 
mag,  die  Summe  der  Zahlen  derselben  stets  die  nämliche  ist.  Eine  solche  An- 
nahme ist  unzulässig  und,  wie  die  folgenden  Sätze  zeigen,  in  der  That 
überflüssig. 


184  Uebungen  zum  VII.  Abschnitt. 

e)  „Ist  M  ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene  ABC^  so  ist  die  Summe 
der  relativen  Zahlen  der  Dreiecke  BCM^  CAM^  ABM  gleich  der  Zahl 
von  ABC.''''     [Beweis  nach  Möbius,  Werke  I.  S.  40.] 

Der  Kürze  halber  sind  in  den  beiden  letzten  Sätzen  die  relativen 
Zahlen    der    bezüglichen    Dreiecke    benutzt.       Man    hat    also    z.  B.    unter 

ABC  die  Zahl  -\-—^   oder  — ^^    zu  verstehen,  je  nachdem  der  Umlauf 

ABC  einem  innerhalb  des  Dreiecks  befindlichen  Beobachter  positiv  oder 
negativ  erscheint  (IV.  5). 

Mit  Hilfe  der  Sätze  d)  und  e)  erkennt  man,  dass  wie  man  das  Drei- 
eck ABC  auch  durch  Gerade  in  Dreiecke  zerlegen  mag,  die  Summe  der 
Zahlen  dieser  Theildreiecke  stets  g  •  t)/2  beträgt. 

Auf  die  Zahl  eines  w-Ecks  führt  der  Satz  von  Möbius  (Werke  IL 
S.  486): 

14)  „Sind  n  Punkte  A^.,  A^  •  •  •  A^  und  ein  beliebiger  Punkt  P  in 
der  Ebene  gegeben,  so  hat  die  Summe  der  Zahlen  der  Dreiecke 

AA-P  +  A^3-P  +  •  •  •  +  A-i^„^  +  KAP 

einen  von  der  Lage  des  Punktes  P  unabhängigen  Werth,  welchen  wir  als 
die  Zahl  des  einfachen  w-Ecks  A^A.2  ■  •  -  A^  erklären."  (Beweis 
durch  den  Schluss  von  n  auf  n-\-l?)  —  Theilen  wir  dieses  w-Eck  durch 
eine  Sehne  QR  in  zwei  Theile,  so  liefert  die  Summe  der  Zahlen  der 
beiden  Theile  desselben  in  der  That  den  soeben  als  Zahl  des  w-Ecks 
A^A.2  •  •  ■  A^  erklärten  Werth. 

15)  Auch  erhellt  jetzt,  dass  wenn  ein  Vieleck  Theil  eines  andern 
ist,  die  Zahl  desselben  kleiner  ist  als  die  des  letzteren. 


VIII.  Abschnitt. 
Reelle  Potenzen,  Wurzeln,  Logarithmen. 

1.    Unter  der  m*®""  Potenz  einer  beliebigen  reellen  Zahl  a 
versteht  man  das  Product  aus  m  Factoren  a 
a^n=  a  '  a  ■'■  a (m-mal) 

(vgl.  IL  9).    a  heisst  die  Basis  oder  der  Dignand,  7n  der  Exponent, 
tlnter  der  ersten  Potenz  von  a  versteht  man  die  Zahl  a  selbst  (a^  =  d). 
Die    zweite  Potenz    der  Zahl  a   wird    ihr    Quadrat,    die    dritte    ihr 
Cubus,  die  vierte  ihr  Biquadrat  genannt. 
Insbesondere  hat  man 

0»'=0,    (_l)2*-'=-l,    (_i)ä^=  +  i, 

wo  m,  Ic  irgend  welche  natürliche  Zahlen  bedeuten. 

Aus  der  Definition  der  Potenz  ergeben  sich  unmittelbar  die  fol- 
genden Relationen 

ar'i .  a"  =  a"'+"     (a'")^  =  «'««     a"' •  h'"  =  (ah)"',  (I) 

worin  a,  h  beliebige  reelle,  m,  n  beliebige  natürliche  Zahlen  bezeichnen 
(vgl.  IL  9).     Man  hat  ferner,  falls  nur  a  nicht  0  ist, 


ll:a«-'"(m<w) 

Die  Relationen  (11)  können  unmittelbar  aus  der  ersten  und  dritten 
in  (I)  abgeleitet  werden,  so  dass  sie  in  Zukunft  neben  diesen  nicht 
mehr  aufgeführt  zu  werden  brauchen.  So  findet  man,  wenn  a  nicht  0 
und  m>w,  aus 

(1)  a'«-" .  a"  =  a'"-    a"*""  =  a"' :  a«     1 :  a'"""  =  a"" :  a'«, 

aus 


(1)"=^'"    («)' 


Wichtig  ist  endlich  der  in  der  folgenden  Relation  ausgesprochene 
Satz,  worin  a  h  zwei  verschiedene  reeUe  Zahlen  bedeuten: 
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Man   verificirt    denselben,    indem    man    die    rechte    Seite    mit   a  —  h 
multiplicirt. 

2.  Ungleiclmiigeii.  —  Es  seien  jetzt  a,  h  beliebige,  jedoch  ver- 
schiedene positive,  m,  n  beliebige,  ebenfalls  verschiedene  natürliche 
Zahlen. 

1)  Ist  a>J),  so  hat  man  a'">'b"\  (Nach  Satz  5)  auf  S.  158 
durch  den  Schluss  von  m  auf  m  +  1.) 

2)  Ist  m^riy  so  hat  man  simultan  mit 

a  ^  1        a"*  ^  a".     (Nach  Formel  (1)  in  Nr.  1.) 

3)  m(ö^  — &)&"*-i<ö^"^  — &"*<m(a  — 6)a"*-^     (m>l). 

Die  Relation  folgt  aus  (III)  und  zwar  sowohl  wenn  a>&,  als 
auch  wenn  a<&.     Setzt  man  hier 

sodass  —Kd^O  sein muss, und  hinterher  (1  +  (?)'«-i = (1  -|- ^)'« :{l  +  d), 
so  erhält  man  leicht 

4)  i+^^<(i +  ,?)-< L_        (^>i). 


Der    zweite    Theil    der   Relation    setzt   jedoch    voraus,    dass    der 

Nenner  positiv,  somit  d  <     sei. 

Manchmal  sind  auch  die  weiteren  Grenzen  für  (1  +  d)'" 

i+,^i<(i  +  äy"<rzhrä' 

wobei  rechts  d  <^l:m  sein  muss,  von  Nutzen. 

5)  „Bedeutet  a  einen  positiven  echten  Bruch,  so  ist,   wie  gross 
die  natürliche  Zahl  m  auch  sein  mag,  stets 

l+a  +  a^-{ \-a"'-''<l:{l  —  ay 

Der  Satz   ergiebt  sich  unmittelbar   aus   der  Formel  (III)   durch 
die  Annahme  &  =  1,  wonach  man  findet 

^^=i+«  +  «^  +  --  +  «"-  +  i^-  (IV) 

Folgesatz.     „Je  nachdem  die  positive  Zahl  a  grösser   oder   kleiner 
als  1  ist,  hat  man  j;^  a"=  +  oo  oder  0." 

Wir  haben  nämlich,  wenn  « >  1  ist,  nach  4) 
a">  1  +  w(a— 1); 
mithin  ist  a**  grösser  als  die  beliebig  vorgegebene  positive  Zahl   6r,  wenn 
nm-  w>((t  —  1)  K^ — ^)   ^^*-     I^^  «<1»  so  setze  man  a==l:c,  sodass 
e>l  ist,    und   wiederhole   die  Rechnung   am  Schlüsse   von  S.  91.     Dann 
findet  man,  dass  wenn  nur  n  gross  genug  ist,  «"<£  ist. 
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3.  Potenzen  der  Binome.  Der  binomisclie  Satz.  —  Sind  a,  h  be- 
liebige reelle  Zahlen,  so  ergiebt  sieb  durcb  Ausführung  der  Mul- 
tiplicationen 

{a  +  hy  =  a'  +  2ah  +h^ 

(a  +  hf  =  a^  +  4a'h  +  6a^'  +  ^a¥  +  ¥ 

Man  schliesst  daraus,  dass  {a  -\-  6)"*  ein  Ausdruck  von  der  Form 

(a)  {a  +  6)'"  ==  a"*  +  m^a'^'-'^'b -\ f- m^a'''-''h''  -] \- m^_^ah'''-^  +  h'" 

sein  müsse,  worin  die  Coefficienten  m^,  m^  -•■  '^m-i  g^-nze  posi- 
tive Zahlen  bedeuten.  Wird  nämlich  diese  Behauptung  als  richtig 
angenommen,  wie  sie  es  in  der  That  für  m  ==  2,  3,  4  ist,  so  trifft 
sie  auch  zu  für 

{a  +  &)'"+!  =  {a  +  &)'» .  {a  +  h). 

In  derselben  Art  kann  man  zeigen,  dass  die  Binomialcoefficienten 
%  die  folgenden  Werthe  haben  müssen 

(\,\  ^    —  ^^{^n  —  l)  (m  — 2)--(m  — r-j-l) 

\P)  ^r  —  iT2  •  ••  r 

d.  i.  ,         .. 

m  Om  —  1)  ^ 

m,  =  m,  m.^  =  -^Y72""^   m^=l. 
In   der  That  stimmen   diese   Formeln   für   m  =  2^  3^  4.     Es    besteht 
aber  —  wenn  wir  unter  m^    1   verstehen  —  die  allgemeine  Formel 

(c)  m^_i  +  ^r  =  (^+ l)r         (r=l,  2---m), 

wie  man  durch  unmittelbare  Einsetzung  der  Ausdrücke  (b)  erkennt.  — 
Angenommen  nun,  es  sei  die  Formel  (a)  nach  Einsetzung  der  Werthe  (b) 
für  die  m^  richtig,  so  ergiebt  sich  vermöge  (c)  durch  Ausführung 
der  Multiplication 

(a  +  6)'"  +  i  =  (a  +  &)'" .  (a  +  &)  =  a"^  +  i  +  (m  +  l\a'''h  +  •  •  • 

+  (m  +  l)^a"^+i-^6'"  -\ \-(m+  l)^a&^  +  6'"+^ 

d.  i.  es  bewähren  sich  die  Formeln  (a)  und  (b)  auch,  wenn  wir  den 
Exponenten  m  durch  m  -)-  1  ersetzen.  Diese  Formeln  gelten  aber  für 
m  =  2,  also  auch  für  m  =  3,  4  u.  s.  f.,  somit  für  jeden  Exponenten  m. 
Bezeichnet  man  das  Product  aller  natürlichen  Zahlen  von  1  bis  w, 
1-2  •••^,  mit  n\,  so  folgt  aus  (b)  noch 

m ! 

^^r  ~~*      TT  \^' 

und  somit  der  Satz  .(m  —  r)- 

(d)  m^  =  m,„_^. 

Die  Binomialformel  (a)  verändert  sich  also  bei  Vertauschung  der 
Zahlen  a  und  h  nicht.   —  NB.  Man   gebraucht  anstatt  ni^  auch  die 

Bezeichnung  (    )  • 
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4.  Potenzen  der  Polynome.   —  Wir  schliessen  hieran  den  poly- 
nomischen Satz  d.  i.  die  Regel^  nach  welcher  die  Glieder  der  Potenz 

(e)  («,^_(_«,^  +  ..._|_^,J- 

angeschrieben  werden  können,  ohne  dass  die  successiven  Multiplica- 
tionen  auszuführen  sind.  „Es  seien  p^,  2h  ' "  Pn  ganze  Zahlen,  deren 
jede  alle  Werthe  von  0  bis  in  annehmen  kann.  Der  Ausdruck 
(a^  +  «2  +  •  •  •  ^nY'  ist  die  Summe  der  Glieder 

(f)  -^—^ aP^  "-aPr...  aPn^ 

die  dadurch  entstehen,  dass  für  X3^,  p^  '"  Pn  ^^^^  Systeme  von  Werthen 
gesetzt  werden,  deren  Summe  m  beträgt: 

Pi  +P2  +  ■•'Pn  =  m. 

Dabei  hat  man  unter  0!   1   zu  verstehen.     Die   Anzahl   der   Glieder 

des  Ausdruckes  beträgt  (  ) ."    —    Der    Satz    ist   für   m  =  1 

richtig  Angenommen  nun,  er  gelte  für  irgend  einen  Werth  von  m, 
so  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  er  auch  für  den  Werth  (w  +1) 
besteht.     Da 

(«1  +  •  •  •  +  «„)"'^^  =  («!  +  •••  +  «„)"•  K  +  •  •  •  +  «„), 

so  ergeben  sich  dafür  nur  Glieder  von  der  vorstehenden  Form  (f), 
worin  aber  i?i  +  ^^2  +  *  *  *  +  i^«  =  ^^  +  1  ist.  Jedes  derselben  ent- 
steht aus  den  Gliedern 

von  («1  +  •  ■  •  +  ^«)'"  durch  Multiplication  mit  a^,  wobei  r  alle  jene 
Werthe  annimmt,  wofür  das  zugehörige  p^  nicht  0  ist  —  und  nur 
aus  diesen.     Bezeichnen  wir  sie  mit 

(g)  P'ii  P2  "•  Pk         Qc£n,  p^-] p^;  =  m+  1), 

so  finden  wir  als  Coefficienten  des  allgemeinen  Gliedes  von 
(%  +  •"  +  ^n)"'"*"^  zufolge  Voraussetzung 

iPl--^V'P2''-'Pl^-  "^  Pl''iP2-^y-'--Plc''  "^ 

^  Piip;i---{Pt-i)i    PV'P2"-Pk'^^'^^'^    ^  ^'^    pv-Pi-Pk'-' 

so  dass  in  der  That  der  dem  Exponenten  (m+1)  zufolge  der  Regel 
entsprechende  Coefficient  erscheint.  Die  Regel  gilt  somit  allgemein. 
Dass  die  Anzahl  w,„  der  Glieder  in  der  ausgerechneten  Potenz  (e) 
[d.  i.  die  Anzahl  der  Combinationen  m-ter  Classe  von  n  Elementen 
mit  Wiederholung]  den  angegebenen  Betrag  besitzt,  wird  ebenfalls 
durch  den  Schluss  von  m  auf  m  -f-  .1  gezeigt.  Für  m  =  1  erhalten 
wir  daraus  in  der  That  n.     Lassen  wir  nun 
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/m-\-n  — 1\ 
\        m        ) 


sein  und  bilden  wir  die  Glieder  der  (m  +  l)-ten  Potenz  von 
(«1  +  •  •  •  +  a„)  in  folgender  Weise.  An  jedes  Glied  (f )  setzen  wir 
nacheinander  die  Factoren  a^,  «2  •"  ^n  ^^^  ausserdem  einen  jeden 
der  darin  vorkommenden  m  Factoren  an,  wodurch  wir  im  Ganzen 
(m  -\-  n)  if„j  Monome  erhalten.  Davon  sind  indess  je  )n  +  1  identisch. 
In  der  That  entsteht  das  Glied  von  («'i  +  •"  +  O'""*"^  ^i^  ^^^  E^' 
ponenten  (g)  p[  Male  aus  dem  Gliede  von  (e)  mit  den  Exponenten 

j>2  Male  aus  dem  mit  den  Exponenten 

Pi;  P2-^  "■  Pk 
u.  s.  f.,  im  Ganzen  also 

p[+P2  H l-Ä-  =  ^^^  +  1 

Male.     Wir  haben  somit 

(,,.  +  .).,„^.„+.       W.z.b.w. 

m  +  1  ,^^_[_  1  y^^j  _|_  ij 

5.   Die  Wurzeln. 

Satz.  Die  Gleichung  ic"*  =  a,  worin  m  eine  natürliche, 
a  eine  positive  reelle  Zahl  bedeutet,  hat  stets  eine  und  nur 
eine  positive  Auflösung,  welche  die  absolute  m^  Wurzel  aus 
der  Zahl  a  heisst:  ^  =  '|/a.i)  a  heisst  der  Radicand.  —  Statt 
ya  schreibt  man  ]/a. 

Beweis.  Die  m*®^  Potenzen  der  natürlichen  Zahlen  wachsen  über 
jede  endliche  Zahl.  Es  muss  daher  eine  ganze  Zahl  Cq^O  geben, 
derart  dass  entweder  &^  =  a  oder 

Im  ersten  Falle  haben  wir  die  Lösung  x^Cq  unserer  Gleichung  ge- 
funden-, im  zweiten  theilen  wir  das  Intervall  (cq,  Cq-\-1)  in  e  (^2) 
gleiche  Theile  und  bilden  die  m*^"  Potenzen 

(«0+3";  (co+r-(co+^-^T- 

Unter  denselben  befindet  sich  entweder  eine  rationale  Zahl  c^  -|-  ~ , 
wofür 

0  <  q  ^  e  —  1       (co  +  -)'"  =  « 

oder  es  liegt  a  zwischen  zwei  von  den  bis  jetzt  gebildeten  m^^  Potenzen 


1)  Unter  dem  Symbol  yö^  wird  bei  positivem  a  stets  die  absolute  Wurzel 
verstanden. 
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c. 


Im  ersten  Falle  ist  x^=Cq-\-—  eine  Lösung  unserer   Gleichung ;   im 
zweiten  theilen  wir  das  Intervall 


{co  +  'i,     e„  +  '-P) 


in    e   gleiche    Theile,    wodurch    sich  eine    der   vorstehenden   analoge 

Disjunction  ergiebt.  U.  s.  f.  Das  Ergebniss  des  eingeschlagenen 
Verfahrens  wird  folgendes  sein: 

Entweder  existirt  eine  rationale  Zahl  von  der  Form 

^  e 

welche  die  Gleichung  x'^''  =  a  befriedigt,  oder  man  gelangt  zu  einer 
unbegrenzten  Reihe  von  ganzen  Zahlen  Cq,  q,  C2  •  •  •,  unter  denen  von 
Cj  an  aUe  zwischen  0  und  e —  1  liegen  (0  ^  c^  ^  e  —  1),  welche  die 
Eigenschaft  besitzt,  dass  wie  gross  auch  der  Zeiger  n  sein  mag, 

(h)  S:<a<{S„+  i)" 

worin  zur  Abkürzung 

Co  +  'j+-  +  f„  =  S„ 

gesetzt  ist.  Eben  dieselbe  Zahlreihe  definirt  eine  reelle  Zahl  (S„)  =  c, 
deren  m*®  Potenz,  wie  leicht  zu  zeigen  ist,  die  Zahl  a  ist.  Da 
nämlich 

e  \  e  1 

SO  folgt  nach  (h),  dass 

Ä:'-(«„+ir<c"'-a<(s„+ir-Ä': 

d.  i.  nach  2.  3) 

i«"'-«i<(^«+7r-^»<'»(^"+7)""-?- 

Nun  ist  (vgl.  Formel  (8)  auf  S.  90) 

e 
also 

Daraus  erhellt,  dass  \c^  —  a\  kleiner  ist  als  jede  positive  Zahl  b. 
Nach  IV.  10  braucht  man  nur 


zu  denken.  —  Somit  ist  zufolge  des  1.  Cor.  in  VII.  8  c^  =  a. 
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Dass  es  nur  eine  Zahl  x^O  geben  kann,  wofür  a;"*  =  a,  ist  un- 
mittelbar aus  dem  1.  Satze  in  Nr.  2  zu  ersehen.  Aus  demselben  folgt 
auch,  dass  wenn  a  =  a    ist,    ya=  ya/  ist. 

Die  w*®  Wurzel  aus  einer  ganzen  positiven  Zahl,  welche  nicht 
die  m^^  Potenz  einer  anderen  natürlichen  Zahl  ist,  ist  irrational. 
Denn  jeder  eigentliche  Bruch  liefert,  zur  m*®^  Potenz  erhoben,  wieder 
einen  eigentlichen  Bruch  (vgl.  III.  17). 

Die  Gleichung  x^"-  ==  a  hat,  wenn  m  gerade  ist,  noch  die  eine 
negative  Lösung  x=  —  "|/a.  Die  Gleichung  x^  =  0  hat  die  einzige 
Lösung  ^  =  0.  Die  Gleichung  x"^  =  —  a(a>0)  hat,  wenn  m  gerade 
ist,  keine  reelle  Lösung;  wenn  m  ungerade,  die  einzige  reelle  Lösung 
x  =  —  'Ya.  Bei  ausschliesslicher  Benützung  mit  reellen  Zahlen  kann 
sie  mit  V — a  bezeichnet  werden. 


6.  Sätze  über  die  absoluten  Wurzeln.  —  Wir  verstehen  im 
Folgenden  unter  den  Radicanden  a,  h  positive  reelle  Zahlen.^)  Dann 
bestehen  die  folgenden  Relationen,  in  denen  m,  n,  p  natürliche  Zahlen 
>  1  bedeuten: 

1)  "'^  =  "t^^       2)  (v^"=  }/ä"       3)  V%  =  "'n 

4)  ■ya-yh=  yah        5)  ya:yb=  ya: h. 

Der  Beweis  derselben  bietet  sich  unmittelbar  dar,  wenn  man  auf  die 
Bedeutung  der  Wurzeln  zurückgeht.     Um  z.  B.  2)  zu  zeigen,  setze 

man  ")/».=  Xj    so    dass   o:"*  =  a.     Dann   ist    a"  =  ic"*'*  =  (a;"*)"',   also 

111/ — 
X"  =  ya''. 

Es  gelten  ferner  die  Ungleichungen: 

1)  Ist  a>h>0,  so  ist  >/« >'>/&.     (Indirect  nach  2.  1).) 

2)  Ist  m  >  n^  so  ist  simultan  mit  a^  1  Ya  ^  "|/a.  (Indirect 
nach  2.  2),  indem  man  zur  Potenz  7nn  erhebt.) 

3)  Ist  l-)-^>0,    d  jedoch  nicht  Null,  so  hat  man 


m{l-\-d) 
Man  setze  in  Nr.  2.  3) 


a=Y^  +  d        &  =  1, 
so  dass  sich  ergiebt 

m  Ci^r+T-  1)  <  ^  <  m  (YT+Td-  l)  (yT+~d} 


1)  Die  Sätze  1) — 5)  gelten  auch  für  die   ungeraden  Wurzeln  aus  nega- 
tiven  Zahlen,  unter  y—a  stets  —  ya  verstanden. 
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Mithin  ist 

d 


m         m(l  +  rO  '|/^^^ 


Daraus  folgen    die   Relationen   (i)  unmittelbar,    wenn    man   bemerkt, 

dass  hier  stets  1 ,^   ,    ,,  >  0  sein  muss. 

m  (1  +  <^) 

In  Nr.  9  werden  auch  die  Beziehungen 


m 
worin  rechts  d  <  m   sein   muss,   benutzt.     Sie   ergeben   sich   aus   (i) 
durch   die  Bemerkung,    dass  vermöge  der  Ungleichung   1  —  co^  <  1, 
wenn  nur  1  +  o  positiv  ist, 

1  +  «  <  1 :  (1  +  «) 
ist,  und  gelten  auch  für  m  =  1. 

Anmerkung.    Man  kann,  falls  f?!>0,  für  den  positiven  Unterschied 

auch    eine    engere    obere    Grenze    aufstellen,    als    die    Relation    (i)    liefert. 
So  hat  man,  wenn  m  =  2, 

also  durch  Quadrirung 

0='^-2^(l  +  |)+«^ 
und 

^  =  lj^l(d  —  x)  ^  «  ^^'      ^^^^"^   0  <  ^  <  -  ist. 
Durch  Erheben  der  Gleichung 

zur  dritten  Potenz  gelangt  man  zur  Gleichung 

Demnach  ist 


somit 

X 


Da  hier  ic  <  ^  ;  3  ist,  so  hat  man  also 

Umständlicher  gestaltet  sich  hier  der  Nachweis  des  allgemeinen  Satzes,  dass 
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ist.  Da  man  denselben  mit  Hilfe  der  binomischen  Reihe  sehr  leicht 
liefern  kann  (IX.  17),  so  haben  wir  uns  darauf  beschränkt,  in  den  üebungen 
am  Schlüsse  des  Abschnittes  die  zur  directen  Ableitung  der  Formel  (1) 
nöthigen  Anweisungen  zu  geben. 


7.  Die  numerisclie  Bereclinung  der  m-Un  Wurzel  aus  einer  abso- 
luten DecimalzaM  a.^) 

Es  sei  in  der  systematischen  Form 

a  =  a„10'>+a,10^-i+--        (jj  |  o)  (1) 

und 

%=h  =  c.lO'  +  c,10'-'+  •  •  •.  (2) 

1.  Satz.  Die  höchste  Ordnung  in  der  Zahl  ya  ist  der 
Quotient  der  Division  p:m  im  gewöhnlichen  Sinne^  d.  i.  die- 
jenige Zahl,  wofür 

p  =  ml  +  r         (0  ^  r  <  m)  (3) 

ist.  —  Man  hat  nämlich  einerseits  nach  (1) 

io^^a<io^^+S 

andererseits,  indem  man  die  Beziehungen 

10^^  6  <  10^  +  1 

zur  m*®"  Potenz  erhebt,  wegen  &"*  =  a 

10"*-^^  a<  10"*^"+ "\ 

Es  ist  mithin  p  <  ml  +  m,  ml<.p  -\-  1  oder  mk  ^  p  <  mh  -\-  m  —  1. 
Man  findet  demnach  l  in  (3)  angegebener  Weise. 

2.  Satz.  „Die  erste  geltende  Ziffer  Cq  von  ya  wird  auf  folgende 
Weise  eraiittelt.  Man  theilt  die  Ganzen  der  Zahl  a  von  rechts  nach 
links,  die  Decimalstellen  derselben  vom  Decimalpunkte  aus  in  der 
Richtung  von  links  nach  rechts  in  Gruppen  von  je  m  Ziffern.  D.  h. 
man  bringt  a  auf  die  Form 

a  =  ColO"^^-  +  (7ilO'»(^-i) -i h  O,10'"(^-'-)  +  . . .,  (4) 

1)  Absatz  1) — 3)  nach  einer  von  A.  Martini-Zuccagni  ins  Italienische 
übersetzten  Arbeit  von  0.  Stolz  im  Periodico  di  Matematica  An.  1898; 
Absatz  4)  mit  Ausnahme  der  schon  früher  von  Gm  einer  gemachten  Bemerkung, 
dass  die  Beziehung  (15)  S.  195  dann  jedenfalls  gilt,  wenn  C^  11(7«  —  1)  ist, 
nach  Lia  Predella  (Supplemento  al  Per.  di  Mat.  1901  S.  113). 

J.  Lüroth  (Vorlesungen  üb.  numerisches  Rechnen  S.  143,  158)  giebt  nach 
Darboux  ein  Verfahren,  die  Ziffer  c^,  im  Falle  dass  w  =  2  oder  3  ist,  zu  be- 
stimmen, ohne  Versuche  machen  zu  müssen.  Dieses  mag  man  dann  anwenden, 
wenn  C  zu  klein  ist,  um  von  vornherein  sicher  sein  zu  können,  dass  c^  nur  den 
Wert  g^,  oder  g^,  —  1  haben  könne. 
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worin  Cq,  (7,   •  •  •  C^  •  •  •  natürliche  Zahlen  von  höchstens  je  m  Ziffern 
bedeuten." 

„Ist  Cq  die  m*®  Potenz  einer  der  Zahlen  1,  2  •  •  •  9,  so  ist  c^ 
gleich  dieser  Zahl.  Sonst  hat  man  für  Cq  diejenige  unter  ihnen  zu 
nehmen,  deren  m*®  Potenz  kleiner  ist  als  Cq  und  dabei  dieser  Zahl 
möglichst  nahe  kommt."     Es  ist  also  entweder  c^  ==  Cq  oder 

«C„<(co  +  l)"'.  (5) 

Beweis.     Zufolge  (2)  muss 

CQW^h<(cQ  +  l)W 

sein.     Durch  Erheben  dieser  Beziehungen  zur  m*®^  Potenz  erhält  man, 
da  &"*  =  a  ist,  die  folgenden 

Stellt  man  dieselben  mit  den  aus  (4)  hervorgehenden  Beziehungen 

zusammen,  so  ergiebt  sich,  dass 

C^n^Qmk  ^  ^C^  _|_  1)  10-^-  OolO"**  <  (Cq  +  1)-10-* 

c:<Cq+1       Cq<{Cq+1)- 
oder 

c':<c,<{c,+ir 

sein  muss. 

3)  Die  Ermittelung  der  auf  die  erste  geltende  Ziffer  von  "j/ä 
folgenden  beruht  auf  dem  nachstehenden  Satze: 

Kennt  man  schon  die  r  Ziffern  Cq,  c^  • "  c^._i  (^^1)  von 
f/a,  so  setze  man 

ColO*+qlO*-iH h^r-ilO*-^+i=^ 

und  bringe  den  Bruch  B  =  {a  —  A"^)'.mA^~'^  auf  die  Form 

-B=^  =  ^.10*-'  +  iJ.  (6) 

worin  g^.  eine  natürliche  Zahl  oder  Null  bedeutet,  und 

(■?) 

(8) 

(9) 
(10) 


O^JS<  W-' 

ist.     Alsdann 

ist  c^-^g^- 

Beweis. 

Setzt  man 

'Yä  =  A  +  X 

d.i. 

C^W-rJ^...  =  X, 

so  hat  man 

.=.|f/.+.^- 

I- 
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folglich  nach  der  Formel  (i)  iu  Nr.  6 

Nun  ist  einerseits  nach  (10)  c^lO^'^  -^x,  andererseits  zufolge  der 
Beziehungen  (11),  (6)  und  (7) 

Somit  hat  man 

c,10*-^<(^,,+  l)W-^    also    c,<^,+  l    oder   c^^g^. 
Nachdem    durch    die   Beziehung   (8)    eine    obere    Grenze   für   c^ 
gefunden  ist,  hat  man  durch  Versuche  diejenige  Ziffer  c^  zu  ermitteln, 
wofür 

ist.  Diese  Arbeit  kann  man  sich  dadurch  erleichtern,  dass  man  auch 
eine  untere  Grenze  für  c^.  aufstellt. 

4)  Eine  solche  ergiebt  sich  auf  folgende  Weise.     Nach  (9)  und 
(10)  ist 

a=(Ä  +  xY  <  [^  +  ic^  +  1)  10^-^]'".  (12) 

Wir  haben  nach  dem  binomischen  Satze  in  Nr.  3 

Setzen  wir  nun  die  r-ziffrige  ganze  Zahl 

^^,  =  c„10'-'+  c.lO-^+  •••  +  c,_,=  C, 

SO  ist  10^""'" :  J.  =  1  :  IOC;  wir  erhalten  demnach  aus  (12)  die  Un- 
gleichung 

S=S<('.+>+Si:(:)5^m"|'o-'-     03) 

2 

Zufolge  der  Gleichung  (6)  ist  der  Ausdruck  links  (j5)  nicht  kleiner 
als  ^^- 10*""*.  Andererseits  ist  c^-\-\^\^.  Es  folgt  demnach  aus 
(13)  eine  neue  Ungleichung,  welche  durch  10*~^  dividirt,  lautet: 

2 

Lassen  wir  im  letzten  GUede  C  von  Null  ins  Unendliche  wachsen,  so 
nimmt  es  beständig  ab  und  zwar  von  -f-  oo  bis  zu  0.  Es  giebt  also 
eine  gewisse  ganze  Zahl  Cq,  so  dass  für  0  <  Cq  der  in  Rede  stehende 
Ausdruck  grösser,  für  0  >  Cq  kleiner  als  1  ist.  Für  Q  =  C^  kann 
er  gleich  1  sein.  Im  Falle  dass  C^Cq  ist,  ergiebt  sich  aus  (14)  die 
Beziehung  g^<c^+2     d.i.     g^-\^c^.  (15) 

stolz  u.  Gmeiner,  theoret.  Arithmetik.  II.  14 
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Ist  m  =  2,  so  wird  aus  dem  letzten  Gliede  in  (14)  5  :  (7;  es  ist 
also  nicht  grösser  als  1 ,  wenn  0^5  ist.  Mithin  ist  Cq  =  5.  Für 
m  =  3  geht  dieses  Glied  in 

10  /  3^     ,    J^\  _   10  (3  C  4-  1) 

über,  welcher  Ausdruck  für  (7=  11  kleiner,  für  C  =  10  grösser  als 
1  ist.     Cq  ist  also  11. 

Um  bei  willkürlichem  m  eine  Grenze  für  C  zu  erhalten,  über 
der  die  Beziehung 

m 

i«yj'»)^^<i  („) 

2 
besteht,  kann  man  folgen dermassen  vorgehen.     Es  ist  nach  Nr.  3 


(i+a"-^+c+ü^(:)ci 


1? 
somit 


ü^"(:)^^=(^+r-i-ü 


{ß) 


Denkt  man  sich  "[/a  soweit  ausgerechnet,  dass  C  >  m  —  1  ist,  so  hat 
man  zufolge  4)  in  Nr.  2 

(l  _.  iY"<  1 .  /i  _    ^^^  \  =  1  4- ^^ 

\^C)    ^^'\^         1  +  1:C/  ^^C-m+l 

Hiernach  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  (/3),  dass 


1    '^  /m\      1 


< 


m  m{m  —  1) 


m+1  C         0(C— m  +  1) 

ist.     Mithin  finden  wir 

10   -s^  /m\      1  10  (m  —  1) 

2 

Die  rechte  Seite  ist  ^1,  wenn  (7^11(w  —  1)  ist.  Unter  dieser 
Bedingung  besteht  also  jedenfalls  die  Beziehung  («). 

Fassen  wir  Alles  zusammen,  so  ergiebt  sich  der  Satz:  „Ist 
C^ll(m  —  1),  so  besteht  die  Beziehung  (15)  d.  h.  es  ist  c^  ent- 
weder gleich  g^  oder  g^  —  1.  Falls  m  =  2  ist,  so  ist  dazu  noth- 
wendig  und  hinreichend,  dass  C^bj  und  faUs  m  =  3j  dass  C>  10  ist." 

Die  Beziehung  (15)  zeigt,  dass  bei  den  soeben  erwähnten  Be- 
schränkungen von  C  die  ganze  Zahl  g^  10  nicht  überschreiten  kann. 
Obwohl  in  der  Regel  g^  kleiner  als  10  ausfällt,  so  giebt  es  doch  für  jeden 
Wurzelexponenten  m  noch  Zahlen  a  von  der  Beschaffenheit,  dass  füi- 
r  =  w,  wo  die  natürliche  Zahl  n  beliebig  gross  gewählt  werden  kann, 
gr=  10  ist.  Solcher  Art  sind  z.  B.  die  Zahlen  «  =  10""* — 1,  wie  sich 
leicht  nachweisen  lässt.     Zunächst  hat  man  nämlich 
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10"  —  1<  y  10"'"  —  1<  10", 

so  dass  für  r  =  «    A  ==  10"  —  1   sein  muss.     Ferner  ist  nach  3)  in  Nr.  2 

10""*  —  (10"—  1)"*  >  m(10"  —  l)"*-\ 
woraus 

10«»»  —  1  —  (10«  —  1)"*  ^  w  (10"  —  1)"*- 1 

folgt.     Demnach  ergiebt  die  Gleichung  (6)  im  vorliegenden  Falle 

10^"»_1_(10«         1)"^  (^       I     l)lOl-n^l 

m(io"-ir-^       =  v^«-r    ;  / 

und  da  hier  'k  =  n  —  1  ist,  ^„^10.  Diese  Relation  geht  in  ^„^=10 
über,  wenn  nur  n  so  gross  gewählt  ist,  dass  das  zu  r  =  w  gehörende 
0^  ll(m  —  l)  ist.  Denn  unter  dieser  Voraussetzung  muss  ja,  wie  be- 
merkt, zugleich  ^„  ^  10  sein. 

In  Uebung  7)  S.  222  ist  eine  Zahl  angegeben,  die  g^,  überhaupt 
nicht  überschreiten  kann. 

7*.  Verbesserung  der  durch  das  Verfahren  in  Nr.  7  ermittelten 
Näherungswerthe  der  ^>^ten  Wurzel  aus  a. 

Setzen  wir  in  der  Formel  (1)  auf  S.  193 

a  —  A"'        niB 

und  multipliciren  wir  mit  Ä,  so  erhalten  wir  die  Formel 

0<A  +  B-y7;<"^B^  (15*) 

Auf  Grund  dieser  Ungleichungen  kann  man  den  Näherungswerth 
A  für  die  "j/a  dadurch  um  eine  noch  zu  bestimmende  Anzahl  (5) 
von  Stellen  verbessern,  dass  man  den  Bruch  JB  auf  s  weitere 
Stellen  entwickelt.   —  Es  sei  also 

yä  =  A  +  c^lO*-^H hc^+._ilO^"'""*'^^+  ^' 

oder  kürzer,  indem  die  5-ziffrige  ganze  Zahl 

c^lO'-i  +  c^_ilO*-2-J f-  c^^^_^  =  v     und     Jc  —  r  —  s+l==l 

gesetzt  wird, 

"yä=  A-\-vlO^  +  x'       (0^x'<  10'). 
Ferner  sei 

B  =  hlO'  +  B'       (0<J?'<10').  (16) 

Um  nun  die  ganzen  Zahlen  v  und  h  mit  einander  zu  vergleichen,  schreiben 
wir  die  vorstehenden  Beziehungen  so: 

ya  —  10'  <  A  +  vlO^  ^Y^ 

B  —  10'<  hlO'^B.  (17) 

Daraus  folgt,  dass 

A-\-B  —  y^—  10'  <Qi  —  v)lO'<A-\-B  —  yä+  10' 

14* 
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ist.     Somit  ist  nach  den  Ungleichungen  (15*) 

>i  — 


-10'<(Ji-v)lO'<'^-j^B'+10K  (18) 


Nun  ist  Ä^CqIO^  und  zufolge  (16)  ist 

B<ik  +  l)10',    also    "-^=1b^:A<^^  J^tül  10^ 

Wir  können  demnach  aus  der  Beziehung  (18),  wenn  wir  sie  noch  durch 
10^  dividiren,  die  nachstehende  ableiten: 

_l<,,,_,<__^.i_t_L  +  l.  (19) 

Es  ist  mithin  jedenfalls  O^h  —  v  d.  i.  h^v. 

Gewöhnlich  übersteigt  die  Zahl  g^  in  (6)  9  nicht,  so  dass 
jB^lO^-r+i  ist.  Wir  haben  somit  nach  (17)  Ä- 10^  <  10*-^  +  ^  d.i. 
/i  <  10*  oder  h  -\-  1  ^10\  Für  diesen  Fall  ergiebt  sich  aus  den  Un- 
gleichungen (19) 

r^  ^  7  .  m  —  1  1  .     . 

^  2c,       10^-*-^    ' 

und  daraus,  wenn  -— , <  10'   ist, 

0£J^-v<-^~^_-T^+l.  (20) 

Nehmen  wir  s  so  an,  dass  r  —  s  —  i  —  1  =  0  ist,  setzen  also  s  =  r  —  i  —  1, 
so  können  wir  aus  (20)  bei  dem  Umstände,  dass  h  —  v  eine  ganze  Zahl 
ist,  schliessen,  dass  0-^h  —  v  ^  1 ,  dass  also  v  =  h  oder  v  =  h  —  1  ist. 
„Berechnet  man  den  Bruch  B  genau  auf  r  —  i — 1  Stellen,  so  stimmt 
ul  +  Ä  •  10*"^''+*  +  ^  entweder  bis  auf  Einheiten  von  der  Ordnung 
■^Qk-2r+t  +  2  einschliesslich  mit  ya  überein  oder  es  ist  nur  um  eine  Ein- 
heit von  dieser  Ordnung  zu  gross."  ■^) 

Im  Falle  der  Quadratwurzel  (m  ==  2)  kann  man,  je  nachdem  Cq 
kleiner  als  5  ist  oder  nicht,  i  =  0  oder  — 1  setzen.  Demgemäss  be- 
kommen wir  zu  J.  r  —  1  bezw.  r  weitere  Stellen  von  ]/a.  ^)  —  Für  die 
Kubikwurzel  (m  =  S)  kann  man  i  =  0  nehmen,  so  dass  man  auf  die  an- 
gegebene Weise  zu  J.    r  —  1   weitere  Stellen  von    ya  erhält. ^) 

Ist  ^^=10,  so  hat  man  nach  Gleichung  (6)  ^<11-10*~'",  daher 
zufolge  (16)  h<1110'-^  und  h -{- 1  <:il  - 10'-\  so  dass  die  Relation 
(19)  die  Gestalt  annimmt 

1^7  ^  m—1  121         ,     . 

Falls  hierin 

m  —  1         121       ^  ^  /^^. 

^;^  •  TT^ZTTli  ^  1  (21) 


1)  Der  Satz  findet  sich  für  m  =  2  i  =  0  bei  Grassmann,  Arithmetik 
S.  110.  —  Eine  um  etwa  r  —  1  Stellen  weiter  reichende  Verbesserung  des 
Näherungswerthes  Ä  wird  durch  die  Lambert 'sehe  Formel  (IX.  Uebung  23)  erzielt. 

2)  Vgl.  Ch.  Ruchonnct,  fil^m.  d.  calcul  approx.  3.  ed.  p.  37,  41. 
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ist,  so  ergiebt  sich  daraus 

O^h  —  v^l.  (22) 

Da  jetzt  nach  (6)  J5  ^  10*"^+^  und  nach  (16)  ^<(/i  +  l)  10*-^-*+^ 
ist,  so  findet  man  h'>10%  während  v<10*  ist;  demnach  ist 

h^v  +  l-, 

aus  dieser  und  der  Relation  (22)  ergiebt  sich  aber 

h  —  v  =  l     d.i.     v  =  h — 1. 
Da.  V  <C  10'  ist,  so  hat  man  nun  10*  ^  /*  <  10*  + 1,  so  dass 

Ä=10*     und     t?=10*— 1 

sein  muss.  Es  ist  also  h  eine  (5  +  l)-ziffirige,  v  dagegen  eine  5-ziffrige 
Zahl.     Wenn  5  so  gewählt    wird,   dass   die  Relation  (21)   erfüllt  ist,    so 

7rij — 

erhält  man  demnach  zu  Ä  noch  s  weitere  Stellen  von  f/a,  indem  man 
i;  =  10* —  1   setzt. 

Für  m  =  2,  d.  h.  für  die  Quadratwurzel,  ist  die  Relation  (21)  er- 
füllt, wenn  ^o^^  ^^^  s^r^  und  ebenso  wenn  c^  <  7  ist  und  s^r — 1 
genommen  wird.  Im  ersteren  Falle  giebt  daher  «;  =  10^ — 1  noch  r,  im 
letzteren  ^=10'""^ — 1   noch  r — 1    weitere  richtige  Stellen   von   ya. 

Für  die  Cubikwurzel  (m=3)  erhält  man,  wie  die  Relation  (21)  be- 
sagt, noch  r  —  2  oder  r — 1  richtige  Stellen  zu  Ä,  jenachdem  Cq  =  1 
oder  Co>  1  ist,  und  zwar  sind  dieselben  durch  v=10^~^ —  1,  beziehungs- 
weise V  =  10^  ~  ^  —  1  gegeben. 

Die  Ergänzung  von  Ä  auf  r  -^  s  Stellen  besteht  im  vorliegenden 
Falle,  wie  die  vorstehende  Untersuchung  gezeigt  hat,  für  jede  Wurzel 
d.  h.  jeden  Wurzelexponenten  m  aus  der  s-mal  wiederholten  Ziffer  9. 


8.  Erweiterung  des  Potenzbegriffes  auf  rationale  Exponenten.  — 
Die  erste  der  Formeln  (II)  auf  S.  185  legt  die  Einführung  von  Po- 
tenzen mit  negativen  ganzen  Exponenten  nahe,  die  mittlere  der 
FormeLa  (I)  a.  a.  0.  die  von  Potenzen  mit  gebrochenen  Exponenten. 
In  der  That  besitzen  die  Ausdrücke,  welche  auf  diesem  Wege  für  die 
neuen  Potenzen  erhalten  werden,  die  durch  die  Formeln  (I)  ausge- 
sprochenen Potenzeigenschaften. 

Um  die  Erweiterung  des  Potenzbegriffes  systematisch  vorzu- 
nehmen, haben  wir  in  folgender  Weise  vorzugehen.  Wir  befreien 
zunächst  den  in  VII.  2  und  12  aufgestellten  Begriff  einer  eindeutigen 
Function  von  der  ihm  hinsichtlich  der  unabhängigen  Veränderlichen 
(des  Arguments)  noch  anklebenden  Beschränkung.  Unter  einer 
Veränderlichen  verstehen  wir  allgemein  ein  Zeichen  z.  B.  x,  das 
unbegrenzt  viele  reelle  Zahlen  bedeuten  kann,  deren  jede  genau  an- 
gegeben sein  muss.  Wird  jedem  dieser  Werthe  von  x  durch  eine 
arithmetische  Vorschrift  eine  reelle  Zahl  y  zugeordnet,  so  heisst 
diese  zweite  Veränderliche  y  eine   eindeutige  Function   des   Ar- 
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gumentes  x  und  wird  kurz  mit  f{x)  bezeichnet.  So  nennen  wir 
z.  B.  den  Ausdruck 

%  +  «1^  +  «2^^  H h  ^m^'% 

worin  %,  a-^  •••  a^  beliebig  gegebene  reelle  Zahlen  bedeuten,  eine 
ganze  Function  von  x  und  zwar  des  m^^  Grades,  den  Quotienten 
zweier  ganzen  Functionen  von  x  eine  rationale  gebrochene  Function 
von  x. 

Nun  legen  wir  uns  die  Aufgabe  vor,  unter  der  Voraussetzung 
dass  die  Veränderliche  x  jeden  reellen  Werth  annehmen  darf  (oder, 
wie  man  auch  sagt,  in  jedem  Intervalle  (a,  h)  stetig  ist),  die  ein- 
deutige Function  f{x)  so  zu  erklären,  dass  erstens,  was  x  und  y 
auch  für  reelle  Werthe  sein  mögen,  stets 

(1)  /■W-A2/)=/-(«^  +  2/) 

ist  (mithin  zunächst  wenigstens  die  erste  der  Relationen  (I)  auf  S.  185 
besteht)  und  zweitens  /"(!)  eine  gegebene  positive  Zahl  a 
ist.^)  —  Dass  f{l)  eine  positive  Zahl  a  sein  soll,  ist  keine  Be- 
schränkung der  Aufgabe;  denn  aus  der  Gleichung  (1)  folgt  noth- 
wendig,  dass  der  zu  einem  beliebigen  reellen  z  gehörige  Functions- 
werth  /'(^),  wenn  überhaupt  von  Null  verschieden,  positiv  sein  muss. 
Setzen  wir  nämlich  in  (1)  x  =  y  =  z:2y  so  erhalten  wir  die  Gleichung 

f{z)  ist  also  dem  Quadrate  einer  reellen  Zahl  gleich,  daher  nicht 
negativ. 

Setzen  wir  in  der  Gleichung  (1)  x  =  l  y  =  Oj  so  geht  sie  in 
af(0)  =  a  über;  es  ist  mithin  f(0)=l.  Durch  successive  Anwendung 
der  Formel  (1)  ergiebt  sich 

/*(^i  +  ^2-\ \-^n)  =  fM  •  fM  •  •  •  fM ; 

somit,  wenn  x^  =  X2  =  "  •  =  x^  =  x  gesetzt  wird, 

(2)  f{nx)  =  [/•(»)]"• 
Hieraus  folgt  für  x  =  1 

(3)  /■(«)  =  [^(l)]»  =  a«. 
Für  X  =  l:n  ergiebt  sich  aus  (2)  die  Formel 

«-/w  =  [/-a)T- 

Da  /  (— )  eine  positive  Zahl  sein  muss,  so  haben  wir  also 


1)  Vgl.  Cauchy,  Cours  d'Analyse  1821,  p.  106.  Die  von  Cauchy  gefor- 
derte Stetigkeit  der  Function  f{x)  bei  jedem  reellen  x,  welche  hier  noch  nicht 
in  Betracht  kommt,  kann  man    durch   eine    allgemeinere  Bedingung  ersetzen, 

8.  Nr.  11. 


Nr.  8.]  Vni.  Abschnitt.   Potenzen  mit  rationalen  Exponenten.  201 


(3*)  f{^)  =  Va 


/ii  setzen,  unter  ya  wie  bisher  die  absolute  n}^  Wurzel  aus  der  po- 
sitiven Zahl  a  verstanden.  Setzt  man  in  (2)  statt  n  eine  andere  po- 
sitive ganze  Zahl  m  und  hierauf  x  =  —,  so  folgt 

Endlich  schliesst  man  aus  (1),  wenn  man  y  =  —  x  annimmt: 

(5)  f(-a;)  =  f{0):fix)  =  ^^,      /•(-«)  =  ^- 

Die  in  den  Formeln  (3*)  —  (5)  auf  der  rechten  Seite  befindlichen 
Ausdrücke  kann  man  in  der  That  als  abhängig  vom  Exponenten 

+  —  bezeichnen,  da  zufolge  ihrer  Definition 


m 
n 


was    die   ganze   positive   Zahl   li    auch    sein    mag.     Wir    verstehen 

somit  unter  a"  die  m*®  Potenz  der  absoluten  w*®"  Wurzel  aus 
a,  unter  a®  1,  endlich  unter  a"-",  wo  ft  eine  beliebige  posi- 
tive rationale  Zahl  sein  kann,  den  reciproken  Werth  von  c^" 


d.  i.  1  :  a^.  Man  kann  auch  setzen  a"^  =  {ya/j  was  für  eine  ganze 
Zahl  p  auch  sein  mag,  während  n  eine  positive  ganze  Zahl  bedeutet. 
Zugleich  sehen  wir,  dass  eine  jede  Function  f(x),  welche  die  oben 
gestellte  Aufgabe  löst,  für  alle  rationalen  Werthe  von  x  voll- 
kommen bestimmt  ist. 

Es  lässt  sich  nun   leicht   nachweisen,   dass   die  genannten   Aus- 
drücke wirklich  der  Relation  (1)  d.  i. 

(6)  a^^  .a"  =  €(/'  +  '■ 

und  auch  den  übrigen  in  (I)  auf  S.  185   verzeichneten  Relationen 

(7)  (a/^y  =  a^'^         (ahy  =  O'"  •  b^ 

Genüge  leisten,  so  dass  in  denselben  jetzt  ft,  v  irgend  welche 
rationale  Zahlen  sein  können.  Man  nehme  zuerst  an,  es  seien  ^,  v 
beide  positiv,  also 

P 


=  a"     9  =  0/^+^, 


m 
Dann  hat  man 

V  = 

0.«  =  |/a^«  =  "f/a^«9 

a^  = 

somit 

mg  +  np 

a/' .  a^  =  "|/a"»9+«i'  = 

a    "« 
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Man  findet  ferner 

U.  s.  f.  Sind  die  Gleichungen  (6)  (7)  für  positive  rationale  Expo- 
nenten erwiesen,  so  hat  es  keine  Schwierigkeit,  ihre  Giltigkeit  für 
beliebige  rationale  zu  zeigen.  Man  hat  dabei  folgende  Fälle  zu 
unterscheiden:  1)  es  sei  einer  der  Exponenten  fi,  v  Null;  2)|[i>0;  v<0; 
^)  ^<0,  v>0^  4)  ^<0,  v<0.    So  findet  man  z.  B.  im  letzten  Falle 

o/^.a^  ==-1 ?-  =  — ^---  =  a^+»' 

(ö^")"  =  (^^'^=  (a~^)~^  =  a^^  u.  s.  f 

Wir  setzen  ferner  fest,  dass  bei  positivem  |Lt    0^  =  0  sei.     Erklären 

wir  endlich  ( — a)^  bei  positivem  a  und  positivem  ungeradem  n 
durch  die  Formel 

m  m 

SO  gelten,  wie  leicht  einzusehen,  auch  für  das  in  dieser  Weise  er- 
weiterte System  von  Potenzen  mit  rationalen  Exponenten  die  Be- 
ziehungen (I)  auf  S.  185. 

9.  Ungleichungen  für  Potenzen  mit  rationalen  Exponenten. 
a)  Für  positive  rationale  Exponenten.    Es  seien  a,  h  beliebige 
positive  Zahlen. 

1)  Ist  a^hj  so  ist  a^  >  &'".  (Folgerung  aus  den  Ungleichungen 
1)  in  Nr.  6  und  Nr.  2.) 

2)  Ist  fi  >  V  ^  0,  so  ist  simultan  mit  a  ^  1  a"  ^  a^.  (Denkt 
man  sich  die  Exponenten  ft  v  auf  einen  gemeinsamen  Nenner  gebracht, 
so  erhält  man  diesen  Satz  sofort  aus  den  Ungleichungen  2)  in  Nr.  2.) 

3)  cc.   „Ist  1  -f-  ^  >  0,    (^  ^  0)  so  hat  man 

(8)  ^  +  r+'ä<(^  +  ''y'<rhi- 

Der  zweite  Theil  der  Relation  ist  nur  richtig,  wenn  r7  <  -  • 

Es  sei  fi  =  —     Nach  den  Formeln  Qc)  auf  S.  192  hat  man 

n 

Dabei  muss  rechts  d  <in  sein,  was  erfüllt  ist,  wenn  d  <C  1  :  ^  ist. 
Erhebt  man  zur   m**°  Potenz,    aber    unter    der    Voraussetzung,    dass 
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woraus  wegen  (1  +  f^O"*  >  1  +  *^^i  sofort  die  Formeln  (8)  gewonnen 
werden.     Die  erste  derselben  ist,  falls 

selbstverständlich,   da   dann  aucb   1  +  ^   ,    ■,  <  0  ist. 
'  '    1  -f-  d 

ß.  Es  ist  von  Interesse  neben  (8)  noch  eine  andere  Doppel- 
relation kennen  zu  lernen,  in  der  die  (1  +  dy  einschliessenden  Grenzen 
näher  an  die  Zahl  herantreten.  Die  Formeln  4)  in  Nr.  2  und  (i) 
auf  S.  191  sind  specielle  Fälle  davon. 

„Man  hat  simultan  mit  ^  ^  1 

(10)  __^^__^(l+^,.^l+^rf. 


1  — 


1-i-d 


Dabei    muss,    wenn    /it  >  1,    in    der    ersten    Relation   c?  < sein, 

damit  der  Nenner  1  —       ,  ^   positiv  ist." 

Wenn    /Lt>l    ist,    so    setze   man    (1 -\- d)^  =  (1  +  d)  {i  +  dy-\ 
Daraus  ergiebt  sich  nach  (8) 

(10*)        (i  +  dy>ii  +  d){i  +  ^^^)  =  i  +  iid. 

Und  ebenso  i  _j_  ^ 

(i+'')"<r4^  =  r:V' 

l  +  d 
wenn  nur  der  Nenner  1  —  (^  —  1)^  positiv  ist. 

Wenn  /tt  <  1,   so   ist  neben   1 -\- d  auch   1-f-.«^  positiv.     Also 

folgt  aus  (10*),  da  -  >  1 , 
1 

(11)        (i  +  ^dy>i+d,  also  i  +  ^d>(i  +  dy. 

Setzt  man  endlich 

l  +  d=         ^  und    {l+dy=  ^ 


d    \^ 


1  +  d 


(-1^.) 


und  wendet  auf  (1  —  ^74^"^)     die  Beziehung  (11)  an,  so  erhält  man 
die  weitere: 

1-^d 

da  der  Nenner  positiv  ist. 
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b)  Für  negative  rationale  Exponenten.  Die  hierauf  bezüg- 
lichen Formeln  folgen  unmittelbar  aus  den  in  a),  indem  man  die  re- 
ciproken  Werthe  beider  Seiten  einer  jeden  von  der  letzteren  ansetzt. 

so  ist  o/"  <h^. 

2)  Sind  ^j  V  rationale  Zahlen  und  zwar  ^^  v,  so  ist  simultan 
mit  a^l 

3)  Unmittelbar  aus   (8)  und  (10)  folgen  für  ^ü  <  0,   1  +  d>0, 
} 

a)  i  +  ^d<{i  +  dy< — ^.  (12) 

Der  zweite  Theil  der  Doppelrelation  ist  nur  richtig,  falls  der  Nenner 
positiv  ist  d.  h. 


^^0 


d> 


ii-l 
ß)  Simultan  mit  0>ft^ — 1  hat  man  die  genaueren  Formeln 

^^^ii  +  äy^i  +  ^^.  (12*) 

Der  erste  Theil  der  Doppelrelation  ist  für  ji  <  —  1  nur  richtig,  wenn 

10.  Potenzen  mit  irrationalen  Exponenten. 

Satz.  „Ist  eine  irrationale  Zahl  m  =  ((p^)  vorgelegt,  wo  die 
Reihe  cpQy  (p^  •  •  •  aus  rationalen  Zahlen  besteht,  und  a  eine  beliebige 
positive  Zahl,  so  existirt  für  die  Potenz  a^n  ein  positiver  Grenz- 
wert h  bei  lim  n  =  -\-  <x>.  Und  ist  auch  (i^J  =  in,  so  hat  a^n  bei 
\\vQ.n  =  -\-  no  denselben  Grenzwerth.  Diesen  bei  allen  Darstellungen 
der  irrationalen  Zahl  m  =  {(p^  sich  ergebenden  Grenzwerth  be- 
zeichnet man  mit  a^.  —  Wenn  m  >  0,  so  findet  man  ebenso 
Om  ^  0."  1) 

Beweis.  Zufolge  Annahme  erfüllt  die  Function  cp^  folgende 
Bedingung.     Zu  jeder  Zahl  £  >  0  gehört  eine  Zahl  a  >  0,  derart  dass 

\^n^.r  —  ^n\<^  ^>^  (/•  =   1,  2  •  •  •> 

Setzt  man  a'fn  =  ^„,  so  ist  zu  untersuchen  nach  VII.  13 
worin  , 

1)  Bei  negativem  m  bleibt  O""  unerklärt,  dagegen  lässt  man  1  :  O"*  =  0 
sein.     Weder  0\  noch  1:0*^  wird  erklärt.     Vgl.  XII.  8. 


Nr.  10.]         VIII.  Abschnitt.    Potenzen  mit  irrationalen  Exponenten.  205 

Es  sei  zunächst  a  >  1,  sodass  wenn  a  =  1  -\-  d  gesetzt  wird, 
d  >  0.     Nach  Nr.  9  Formel  (10)  und  (12)  hat  man  neben  ^  ^  0 

0^(1+^)^-1^1^, 
wobei  die  positiven  rationalen  Werthe  von  |  jedoch  die  Grenze  1  nicht 
erreichen  dürfen.     Es  ist  demnach 

|(l  +  rf)l_l|<rf|||.  (13) 

Nach  dem  1.  Satze  in  VII.  5  giebt  es  rationale  Zahlen  q  6,  derart, 
dass  für  jeden  Werth  von  n  (?  <  g?^  <  (>,  somit  a^n  <  a^  ist.  Man 
findet  demnach,  dass 

somit  kleiner  als  eine  gegebene  Zahl  a'  >  0,  falls  man 

nimmt.     Es  gehört  also  zu  jeder  Zahl  £'>0  eine  Zahl  ^' >  0,   der 

l®„+.-®„l<*'    füi-   «>f»'        (»•=1,2---) 
d.  h.    die    Function    O^    nähert    sich    bei    unbegrenzt   wachsendem    n 
einem  endlichen  Grenzwerthe.     Dass  er  positiv  und  nicht  etwa  0  ist, 
folgt  daraus,  dass 

0^  >  a^     ist. 

Ist  auch  (^J  =  m  und  a^n  =  W^^  so  findet  man  durch  eine  ähn- 
liche Entwickelung  (0^)  =  (^„).     Man  braucht  nur  anzusetzen 

?p;  —  0„  =  a^-  —  a^-  =  a"^^  (a^-"^-  —  1) 

und  zu  bemerken,  dass  nach  (13) 

\W„-9j<a9d\t„-9n\ 
ist  und  zu  jedem  £  >  0  ein  |Lt  >  0  so  gehört,  dass  für  n  >  fi- 

Wenn  a  <  1  ist,  so  beachte  man,  dass 


»^"  =  (!)"" 


ist.     Der  auf  der  rechten  Seite  stehende  Ausdruck  gehört  zu  den  so- 
eben betrachteten. 

Es  folgt  weiter: 

„Ist  m>0,  so  ist  ä^^l  simultan  mit  a  ^  1;  ist  m  <  0,  so  ist 


simultan  mit  a  ^  1 


a^  ^  1." 


Denn  wenn  nt  >  0,  so  giebt  es  nach  einer  Bemerkung  auf  S.  151 
zwei  positive  rationale  Zahlen  6,  ^  derart,  dass  neben  w>^  9'«>^; 
somit,  falls  a  >  1  ist, 

0„>a^>l, 
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ist.     Man  hat  also 

(0J  ^  a^;     es  ist  mithin     (^„)  >  1. 
U.  s.  f. 

Die  Bezeichnung  a"^  für  lim  a^""  ist  völlig  gerechtfertigt,  denn 
es  übernimmt  diese  Zahl  durchaus  die  Rolle  der  bisher  definirten 
Potenzen.    In  der  That  gelten  für  beliebige  reelle  Exponenten  die  Sätze: 

1.)  ö^tn.^it,_^m  +  n,  (^^4^) 

Beim  Beweise  unterscheide  man,  ob  einer  oder  keiner  der  Exponen- 
ten m,  n  rational  ist.    Im  letzteren  Falle  hat  man  m  =  (cp^,  m  =  (iIj^\ 

a^  =  lim  a^n^       a"  =  lim  a^n         (Hm  n  =  -\-  oo), 
also  nach  YII.  14 

a^.a^  =  lim  a"'^  •  a^-  =  lim  a''«  +  '^^ 
Andererseits  ist 

und  daher 

lima'^"^'^^  =  a^  +  ^. 

Somit  besteht  die  Formel  (14). 

(Für  n  =  —  m  finden  wir  aus  (14),  dass  auch  hier 

Ist  tn  irrational,  n  rational  und  =  Vj   so  folgt  bei  lim  n=  -\-  (X) 

a^.a''  =  lim  a^""  •  a^  ==  lim  a*^«"^"  =  a'^+\ 

2.)  a"^-&'"=  (a&)^ 

wo  auch  &  >  0  sein  soll.     Wird  ähnlich  wie  (14)  gezeigt. 

3.)  («"»)"  ==  «"»». 

Beweis.  Wir  unterscheiden  die  drei  Fälle,  ob  n  eine  ganze 
Zahl  p,  eine  rationale  gebrochene  oder  eine  irrationale  ist.  Im  ersten 
Falle  finden  wir  nach  (14)  bezw.  (15)  dass 

ist.     Im  zweiten  Falle  ^)   sei    n=  -,   worin  q  eine  positive,  p  eine 

beliebige  ganze  Zahl  bedeutet.     Dann  hat  man  einerseits 

p  

andererseits  ist  ^     ^         V  \     r        V       > 

/   mp\q  mp  mp  

[a  9  )  =  a'^    ^=  a^Pj     somit     a  ^  =  Ya^p. 


—  p  <PnP 

1)  Anderer  Beweis.     Ist  (qp„)  =  nt,  so  hat  man  {a^ny  =  ßf  ?        Die  linke 
Seite    hat    nach    Uebung    15)     S.    225    bei     lim  n  =  -f-  '^'C)     den    Grenzwerth 
p  mp 

Yc^  =  (a*") ^,  die  rechte  nach  dem  ,Satze'  S.  204  den  Grenzwerth  a  ''  . 
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Daher  ist  in  der  That 

p  mp 

(a'"ji=  a^.  (16) 

Um  die  Formel  3)  im  Falle ^  dass  n  irrational  ist,  zu  beweisen, 
bedürfen  wir  noch  des  folgenden  Hilfssatzes: 

,,Hat  die  Function  f„  bei  lim  n  =  -\-  oo  einen  endlichen  (ratio- 
nalen oder  ii-rationalen)  Grenzwerth  m,  so  ist 

lim  a^"  =  a"^." 

Er  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  der  Formel 

a"»  —  a!^  =  a"'  (1  —  a^«"""), 

mit  Hilfe  der  Ungleichungen  (13),  welche  wir  sogleich  auf  irrationale 
Werthe  von  |  ausdehnen  werden.  Ist  dies  geschehen,  so  darf  man 
darin  |  =  f „  —  TU  setzen. 

Ist  nun  n  =  (^„),  so  hat  man  nach  (16) 

(a^y  =  lim  {a^f-=  lim  a"^"^-. 

Und  da 

lim  (m^J  =  mn, 

n=-\-cx) 

ist,  so  ergiebt  sich  mittelst  des  soeben  erwähnten  Hilfssatzes 

lim  a'"'^«  =  a"^";     somit  ist     (a'")"  =  a'«". 

n  =  -\-x> 

Auch  die  Ungleichungen  in  Nr.  9  behalten  Giltigkeit, 
wenn  die  darin  vorkommenden  Exponenten  ^,  v  reelle  Zahlen  über- 
haupt bedeuten,  und  zwar  in  a)  positive,  in  b)  negative  oder  auch 
beliebige  reelle  Zahlen.  Die  Ungleichungen  1)  2)  werden  nunmehr 
aus  den  vorstehenden  Formeln  2)  und  1)  abgeleitet.  Was  die  Un- 
gleichungen 3)  betrifft,  so  wird  einer  näheren  Ausführung  nur  der 
Beweis  von  (8)  d.  i.  der  Doppelrelation 

1  +  (Z  >  0         d^O 

(m>0)       l+J^-^<(i  +  .Z).<^^  (17) 

bedürfen,  da  (10)  und  (12*)  daraus  durch  Schlüsse  abgeleitet  sind, 
die  von  der  Natur  des  Exponenten  ft  unabhängig  sind.  Der  zweite 
Theil  von  (17)  ist  jedoch  nur  richtig,  wenn 

1  —  mf/>0. 

Es  sei  wieder  m  =  {cp^.     Man  hat  nun,  da  für  n>  ^ 

nach  (8) 

i  +  r+T^<(i  +  '^)*"<n^-  (18) 


208  VIII.  Abschnitt.    Potenzen  mit  irrationalen  Exponenten.       [Nr.  10—11. 

In  der  Tbat  darf  man,  wenn  1  —  md^O  ist,  auch  1 — cp^d  als  positiv 
ansehen;  es  ist  ja  für  >^  >  ^'    gj^  <  m  +  £,  mithin 
1  —  (p^d  >  (1  —  m^)  —  mt  >  0, 
da  man  sich  £  <  (1  —  md):m  denken  kann. 

Aus  (18)  folgt  aber  durch  den  Grenzübergang  lim  n  =  -{-  oo 
nach  dem  in  VII.  14  verallgemeinerten  5.  Satze  von  VII.  3  nur 

i  +  :^,£{i  +  d)^£r:^,-  (19) 

Auf  die  nämliche  Weise,  wie  (19)  aus  (8)  erhalten  wurde,  findet  man 
im  Falle,  dass  0  <  m  <  1  ist,  aus  der  oberen  Doppelrelation  (10) 
die  Beziehungen 

—^^(l  +  dr^l+md-,  (20) 

^      l-\-d 
Hierbei     ist     nur     zu    bemerken,     dass    wenn     1  —  iTt6?>0,     auch 
1  -{-  d  —  nt(^>0  ist.     [Bei  positivem  d  versteht  sich  das  von  selbst-, 
bei  negativem  d  folgt  es  daraus,  dass  1  -\-  d^  0  ist.]     Nun  ist 

^      I         Xtld         .  1  ^      I  7     ^  1 

i  +  iT^<— ^^     i  +  "^^<r3i^5 

l  +  c^ 
also   folgt   aus   (20)   unmittelbar    die   Doppelrelation    (17)    für   einen 
irrationalen  Exponenten,  welcher  kleiner  als  1  ist.     Ist  m  >  1,  so  er- 
giebt    sich    dieselbe    auf    ähnliche    Weise    aus    der    unteren    Doppel- 
relation in  (10). 

11.  Bestimmung  der  eindeutigen  Function  f{x)  durcli  die 
Functionalgleichung  f{po)  ■  f{y)  ==f(x-\-ij)  und  Nebenbedingungen. 

Wir  kehren  jetzt  zu  der  am  Eingange  von  Nr.  8  gestellten  Auf- 
gabe zurück.  Zunächst  geben  wir  dem  die  vorige  Nr.  eröffnenden 
Satze  die  folgende  Form:  „Ist  m  eine  irrationale  Zahl  und  zwar 
Tn  =  (qp„),  so  hat  f((pn)  t>ei  lim  n  =  -{-(X)  einen  endlichen  Grenzwerth. 
Wenn  auch  (i^J  =  m  ist,  so  hat  /"(i^„)  bei  lim  n  =  -\-  oo  den  näm- 
lichen Grenzwerth."  Es  ist  indess  willkürlich,  diesen  Grenzwerth, 
welchen  wir  oben  mit  a^  bezeichnet  haben,  als  den  Werth  /'(tn)  an- 
zusetzen. Will  man  auch  die  Gleichung  f{vx)  =  a"^  mit  Nothwendig- 
keit  herbeiführen,  so  muss  man  f(x)  einer  weiteren  Bedingung  unter- 
werfen. Cauchy  fordert  a.  a.  0.  die  Stetigkeit  der  Function  f(x)  bei 
jedem  endlichen  Wei-the  von  x.  Es  genügt  jedoch  auch  eine  ein- 
fachere Annahme  über  f{x). 

Satz.^)     „Unterwirft   man   die   für  jeden   reellen   Werth    von   x 

1)  Nach  der  scharfsinnigen  Bemerkung,  welche  Darboux  (Math.  Ann 
XVII  S.  56)  über  die  Functionalgleichung 

qp(^)  +  <p{y)  =  9(^  +  2/) 

gemacht  hat  (vgl.  S.  224). 
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eindeutig  erklärte  Function  f{x)  den  drei  Bedingungen:  1)  dass  für 
irgend  zwei  reelle  Werthe  x,  y 

m-f{y)  =  f{x  +  y)  (1) 

ist,  2)  dass  es  mindestens  ein  Intervall  von  x,  etwa  von  x  =  c 
bis  zu  x  =  c-\-d  (d^O),  giebt,  zu  dessen  Werthen  Functions- 
wertlie  f\x)  gehören,  welche  zwischen  den  nämlichen  posi- 
tiven Zahlen  ^,  5  liegen,  3)  dass  f(l)  eine  gegebene  positive 
Zahl  a  ist;  so  fällt  f(x)  durchaus  mit  der  Exponential- 
function  a^,  wie  sie  in  den  Nrn.  8  und  10  erklärt  ist,  zusammen 
d.  i.  es  ist  f{x)  =  a^" 

Beweis.  In  Nr.  8  haben  wir  aus  der  1.  und  3.  Bedingung  ab- 
geleitet, dass  für  rationale  x  f{x)  =  a^  sein  muss.     Setzen  wir 

fix)  :w'=g{x), 

so  ist  mithin  für  jedes  rationale  x  g{x)  =  l.  Durch  die  Substitu- 
tionen fix)  =  a'g (x),  f{y)  =  a^g(y)y  f{x  +  ^)  =  a'^yg {x  +  y)  erhält 
man  aus  (1),  da  a^ -0)1  =  a^^y  ist,  die  Formel 

9{^)9{y)  =  9ipc  +  y)-  (2) 

Lassen  wir  hier  y  einen  rationalen  Werth  iq  sein,  so  dass  giri)  =  l 
ist,  so  finden  wir 

g{x  +  n)  =  9{'x)-  (3) 

Die  Function  g  ix)  hat  also  für  je  zwei  Werthe  des  Argumentes, 
deren  Unterschied  eine  rationale  Zahl  ist,  den  nämlichen  Werth. 

Daraus  können  wir  folgern,  dass  wenn  man  x  auf  das  beliebig 
zu  wählende  Intervall  von  x  =  c  bis  zu  x  =  c-\-d  beschränkt,  die 
Function  g(x)  in  demselben  alle  Werthe  annimmt,  deren  sie  über- 
haupt fähig  ist.  Denn  ist  x'  eine  beliebige  irrationale  Zahl  und  d 
eine  positive  rationale  Zahl  kleiner  als  d,  so  giebt  es  nach  dem 
letzten  Satze  in  VII.  10  eine  solche  ganze  Zahl  p,  dass 

pö^x'  —  c<(p-J-l)d     oder     c^x' — ^)d  <  c -j- d 

ist.  Aus  (3)  ergiebt  sich  aber  durch  die  Annahme  x^^x'  — pd  iq  =pö 
die  Gleichung  g^x')  =  g{x' — pd). 

Und  nun  ist  aus  der  zweiten  der  Function  fix)  auferlegten  Be- 
dingung leicht  zu  entnehmen,  dass  kein  Werth  von  gipc)  von  1  ver- 
schieden sein  kann.  Angenommen,  es  sei  h  ein  Werth  im  Intervalle 
von  x  =  c  bis  zu  x  =  c-\-d,  wofür  die  positive  Zahl  gih)  von  1  ver- 
schieden ist.  Wenn  ^  =  m:n  eine  rationale  Zahl  bezeichnet,  so  ge- 
langen wir  durch  Ueberlegungen,  welche  den  in  Nr.  8  über  die 
Function  fix)  angestellten  vollkommen  entsprechen,  zu  der  Formel 

Je  nachdem  nun  gijb)  grösser  oder  kleiner  als  1  wäre,   würde  g  {^h), 
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dadurcli,  dass  man  ft  gross  genug  nimmt,  über  die  Zahl  B  wachsen, 
oder  unter  die  Zahl  A  sinken.  Dies  ergiebt  sich  sofort  durch  einen 
Blick  auf  die  unteren  Ungleichungen  (10)  auf  S.  203.  Da  aber  (j(x) 
auch  für  ein  x  zwischen  c  und  c-{-d  gleich  g{iih)  sein  müsste,  so 
ist  dies  unmöglich.  Folglich  giebt  es  keinen  solchen  Werth  &,  dass 
g{h)^l  ist. 

Mithin  ist  für  jedes  reelle  x   g{x)  =  1  d.  h.  f{x)  =  a*. 

12.   Die  Logarithmeii. 

Satz.  „Wenn  a  und  h  positive  Zahlen  bedeuten,  die  erstere 
von  1  verschieden,  so  giebt  es  stets  eine  und  nur  eine  Zahl  x, 
welche  der  Gleichung  a"  =  h  genügt.^^ 

Beweis.  Es  sei  zuerst  a  >  1.  Dann  wächst  a*  zugleich  mit 
X  und  zwar  über  jede  endliche  Zahl,  denn  nach  Nr.  10  ist 

a'=>l  +x(a—l) 

für  a;  >  1.  Ist  :r  <  0,  so  ist  a^  <  1  und  zwar  sinkt  a^  unter  jede 
positive  Zahl,  was  man  aus  der  Umformung  a^=  1  :  a~^  zufolge  des 
soeben  Bemerkten  unmittelbar  erkennt.     Daraus  folgt,   dass   es  eine 

ganze  Zahl  c^  =  0  geben  muss,  derart,  dass  entweder  a'^o  ==  J  oder 

Im  ersten  Falle  ist  x  =  Cq  eine  Auflösung  der  Gleichung  a^  =  h. 
Im  zweiten  Falle  bilde  man,  unter  e  eine  positive  ganze  Zahl  >  2 
verstanden,  die  Potenzen 

Sodann  ergiebt  sich,  dass  eine  ganze  Zahl  q 
existiren  muss,  derart  dass  entweder 

Im  ersten  Falle  ist  eine  Auflösung,  nämlich 

I    ^1 
^==^0  +  7; 

unserer  Gleichung  gefunden.     Im  zweiten  theilen  wir  das  Intervall  - 

neuerdings  in  e  gleiche  Theile,  wodurch  eine  ähnliche  Disjunction  zu 
Tage  tritt.  U.  s.  f.  Das  Ergebniss  dieser  Betrachtung  wird  folgendes 
sein.     Entweder  existirt  eine  rationale  Zahl  von  der  bestimmten  Form 


e     '    e- 


e 
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welche  die  Gleichung  a^  =  b  befriedigt,  oder  wir  erhalten  eine  un- 
begrenzte Reihe  von  ganzen  Zahlen  Cq,  c^,  c^  •  -,  worin  von  q  an 
alle  Ziffern  sind,  d.  i.  einen  der  Werthe  von  0  bis  e — 1  besitzen, 
von  der  Eigenschaft,  dass,  wie  gross  auch  der  Zeiger  n  sein  mag,  stets 

Dabei  ist 

«„  =  ^o  +  H?  +  -  +  7- 

Und  es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  für  die  Zahl 
ist.     Da  jetzt 


Sn-\- 


so  hat  man 

also  zufolge  der  Formel  (10)  S.  203 

|a^__5|<K«-i)~ 

Da  man  nach   S.  92  n  so   annehmen  kann,   dass  1 :  e"  kleiner  ist  als 
6:h(a — 1),  so  ist  \a^  —  h\  kleiner  als  jede  positive  Zahl  £  d.  i.  es  ist 

a^  =  &. 
Dass  es  nur  eine  Zahl  x  geben  kann,  wofür  a^  =  h,  folgt  daraus, 
dass   für   x'^x    simultan    a^' ^  a^.    —  x  ist  positiv,  wenn   &>1; 
negativ,  wenn  ?><  1.    Die  Gleichung  a^=  1  hat  nur  die  Lösung  x  =  0. 

Ist   0<a<l,   so  ist   — >1,   also  existirt  eine  und  nur  eine 
Zahl  x^j  derart,  dass 

somit 

a-^i  =  h. 
Man  hat  also  für  x  =  —  x^ 

a"^  =  h. 

Man   nennt   die    der   Gleichung  w^  =  h   genügende   Zahl  x   den 
Logarithmus^)    der   positiven   Zahl  h    in  Beziehung  auf  die 

Basis  a:  ,      . 

x  =  "^log  0. 

1)   Logarithmus    bedeutet   nach    Klügel    (Math.  Wörterbuch    III    S.   482) 
Verhältnisszahl,  indem  man  in  früherer  Zeit  das  Verhältniss  {A  :  Bf^  als  das 

Stolz  u.  G in e i n e r  ,  theoret.  Arithmetik.  II.  15 
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Hierbei  reicht  es  jedoch  aus,  der  Basis  einen  bestimmten  positiven, 
von  1  verschiedenen  Werth  B  zu  ertheilen.  Denn  hat  man  die 
Zahlen  -^loga,  ^log&  ermittelt,  so  folgt  aus 

(a)       6==a^  =  j^^i«s«,     x^\oga  =  ^\o^h,     x  =  ^\ogh  =  ~^' 

Für  B  sind  gegenwärtig  nur  zwei  Annahmen  üblich.  Entweder  setzt 
man  5=10  als  der  Basis  des  dekadischen  Zahlen systemes  oder 
nimmt  für  B  eine  gewisse  irrationale  Zahl  e,  die  mit  den  Stellen 
2,7182818284  beginnt  und  auf  S.  216  erklärt  werden  wird.  Die  zur 
Basis  10  gehörigen  Logarithmen  heissen  gemeine  oder  nach  ihrem 
ersten  Berechner  Briggische  Logarithmen;  die  zur  Basis  e  gehörigen 
natürliche,  Neperische^)  oder  hyperbolische^)  Logarithmen. 
Wir  gebrauchen  für  die  ersteren  die  Abkürzung  log,  für  die  letz- 
teren l,  so  dass 

Aus  (a)  folgt  bei  Yertauschung  von  a,  B  mit  J5,  e 

^\ogh  =  l^  =  Mlh, 

worin  die  Constante  M=l:lB  =  ^loge  als  Modulus  des  zur 
Basis  B  gehörigen  Logarithmensystemes  bezeichnet  wird.  Es 
gilt  mithin  die  Regel:  „Aus  dem  natürlichen  Logarithmus  erhält  man 
den  zur  Basis  B  gehörigen,  indem  man  ihn  mit  dem  B  entsprechenden 
Modulus  multiplicirt."     Man  hat  also 


oder 
somit  auch 


e^=:B, 


M  =  ^log  e. 

Je  nachdem  die  Basis  eines  Logarithmensystemes  grösser  oder 
kleiner  als  1  ist,  ist  sein  Modulus  positiv  oder  negativ.  Der  Modulus 
des  Briggischen  Systems  ist  0,4342944819  •  •  •. 

Wenn  die  Decimalzahl  6  nicht  eine  ganze  Potenz  von  10  ist,  so 

m-fache  des  Verhältnisses  {A  :  B)  bezeichnete  (vgl.  Note  auf  S.  131).  Den 
Namen  „Logarithmus"  hat  Neper  (Lord  John  Napier)  in  seiner  „Mirifici  loga- 
rithmorum  canonis  descriptio"  (1614)  eingeführt.  Vgl.  Cantor,  Gesch.  d.  Math, 
n.  S.  666  f.  Die  i.  T.  stehende  allgemeine  Erklärung  des  Logarithmus  findet 
sich  in  Euler 's  Introductio  in  Analysin  infin.  (1748)  I.  §  102. 

1)  Nicht  ganz  mit  Recht.  Bezeichnet  man  nämlich  den  Neper'schen  Loga- 
rithmus einer  Zahl  h  mit  log  nep  &,  so  hat  man  bloss  bis  auf  Glieder  von  der 
Ordnung  10"' 

log  nep  6  =  10'  ?  \-^\ .      (Vgl.  S.  225.) 

2)  Weil  diese  Logarithmen  bei  der  Quadratur  der  Hyperbel  auftreten. 
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besteht  ihr  gemeiner  Logarithmus  aus  der  ganzen  Zahl  Cq  —  der 
Charakteristik  —  und  einem  positiven  echten  Decimalbruche, 
Mantisse  genannt.  Ist  6>  1,  so  ist  Cq  gleich  der  um  1  vermin- 
derten Anzahl  der  Ziffern  vor  dem  Komma;  ist  &  <  1,  der  negativen 
Anzahl  der  Nullen  vor  der  ersten  geltenden  Ziffer.  Die  gemeinen 
Logarithmen  der  natürlichen  Zahlen,  vrelche  nicht  Potenzen  von  10 
sind,  sind  irrational,  da  jede  gebrochene  Potenz  von  10  irrational  ist. 
Briggs  berechnete  die  gemeinen  Logarithmen  der  natürlichen  Zahlen  h 
nach  dem  oben  angegebenen  Verfahren,  a  =  10  e  =  2  gesetzt.  Hierbei 
kommt  man  mit  successiven  Ausziehungen  von  Quadratwurzeln  aus: 

■j/lO  =  iv^ ,        y^^         "|/l  0^ , 

u.  s.  f.^)  Einfacher  gestaltet  sich  die  Arbeit,  wenn  man  zunächst  durch 
fortgesetztes  Ausziehen  der  Quadratwurzel 

yTö,    Viö,    Vio  .-. 

berechnet  und  h  auf  das  Intervall  (0,10)  einschränkend,  vermittelst  auf- 
einander folgender  Divisionen  die  Ziffern  c^,  Cg  •  •  •  bestimmt.  Ist  z.  B. 
y^lO  <  b  <  10,  also  q  =  1,  so  dividire  man  h  durch  ]/lO.  Je  nachdem 
der  Quotient  kleiner  oder  grösser  als  ylo,  hat  man  Cg  =  0  oder  1 
u.  s.  f.  —  Auf  ähnliche  Art  kann  man  die  gemeinen  Logarithmen  als 
Decimalbrüche  berechnen  mittelst  einer  Tafel  der  Potenzen  von  10  zu 
den  Exponenten 

10"'       10"  10"  ^  '  -^    ' 

Weitere  Methode  zur  Berechnung  eines  gemeinen  Logarithmus  s.  IX.  20. 
Die  Briggischen  Logarithmen  der  Decimalzahlen  sind  den  Logarithmen- 
tafeln zu  entnehmen.  Die  gebräuchlichsten  Tafeln  sind  wohl:  Die  sieben- 
stelligen von  V.  Vega  und  von  Schrön,  die  sechsstelligen  von  Bremiker, 
die  fünfstelligen  von  Gernerth  und  von  Schubert,  die  vierstelligen  von 
Bremiker  und  von  v.  Oppolzer.  —  Die  Gernerth'schen  Tafeln  sind 
die  einzigen  fünfstelligen,  in  welchen  die  Argumente  der  Logarithmen  der 
trigonometrischen  Functionen  von  10  zu  10  Bogensecunden   fortschreiten. 


13.  Allgemeine  Eigenschaften  der  Logaritlimen. 
1)  Der  Logarithmus  eines  Productes  ist  gleich  der  Summe 
der  Logarithmen  der  Factoren. 

1)  Vgl.  Klügel  a.  a.  0.  HI.  S.  550. 

2)  Eine  Tafel  solcher  Potenzen  von  10  berechnete  Kramp  durch  Ausziehen 
von  Quadrat-  und  fünften  Wurzeln.  Correcter  ist  nach  Gernerth  (Fünfstellige 
gem.  Logarithmen  S.  V)  die  Tafel  im  Handbuche  der  allgemeinen  Arithmetik 
von  Egen,  welche  G.  in  sein  Werk  aufgenommen  hat.  Zur  Berechnung  solcher 
Tafeln  würde  sich  die  unendliche  Reihe  für  a^  in  IX.  14  zu  a  =  10  eignen, 
welche  bloss  die  Kenntniss  von  1 10  voraussetzt. 

15* 
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Ist 

P). 


J.OV 

und 

so  hat  man 

B-r 

UIIU 

somit 

P==^^i+^.+  -+^^^ 

2)  Der  Logarithmus  eines  Quotienten  ist  gleich  der 
Differenz:  Logarithmus  des  Zählers  weniger  Logarithmus 
des  Nenners. 

P=h:c,        B-  =  h,        By  =  c, 
so  folgt 

P  =  jB^-y         ^log  P  =  x  —  y  =  ^log  h  —  ^log  c. 

3)  Der  Logarithmus  einer  Potenz  ist  gleich  dem  Pro- 
ducte  des  Logarithmus  der  Basis  mit  dem  Exponenten. 

Für  P=h'  folgt  P  =  B'^',  also 

^log  P  =  xc  =  c  ■  ^log  h. 

Setzt  man  c=l:m  {m  natürliche  Zahl),  so  erhält  man  den  Satz: 
„Der  Logarithmus  der  m^^  Wurzel  aus  einer  positiven  Zahl  &  ist 
gleich  dem  Logarithmus  von  &  dividirt  durch  den  Wurzelexponenten  m}^ 

4)  Zur  grösseren  von  zwei  positiven  Zahlen  gehört  der 
grössere  Logarithmus,  wenn  die  Basis  5>1.  —  Ist  &>c>0, 
so  hat  man 

^log  h  >  ^log  c; 
denn  wäre 

*log  h  ^  ^log  c, 
so  würde,  da  P  >  1,  folgen 

14.  Eine  analytische  Darstellung  der  Exponentialfunction  e*.^)  — 
Unter  analytischer  Darstellung  einer  eindeutigen  Function  von  x  ver- 
steht man  einen  für  jeden  Werth  von  Xy  wofür  sie  überhaupt  erklärt 
ist,  giltigen  Ausdruck  derselben.  Was  die  Function  e^,  wo  e  die  in 
Nr.  12  erwähnte  Irrationalzahl  bedeutet,  betrifft,  so  haben  wir  bisher 
in  Nr.  8  und  10  zwei  ganz  verschieden  gebaute  Formeln  kennen  ge- 

1)  Die  Formeln  (1)  in  Nr.  14  und  (24)  in  Nr.  15  giebt  Euler  in  der 
Introductio  etc.  I.  §  125.  Cauchy  handelt  über  die  erstere  Oeuvres  2.  s^r.  X. 
S.  62  und  134.  Einen  dem  i.  T.  gegebenen  ähnlichen  Beweis  beider  Formeln 
hat  Th.  Wulf  (Monatshefte  f.  Math.  VÜI.  Bd.  S.  43)  geführt.  —  Nr.  14  ist  un- 
entbehrlich als  Vorbereitung  auf  die  Cauchy-Schlömilch'sche  Erklärung  der 
Potenz  mit  complexem  Exponenten  in  Xu.  5. 


(1+f)" 
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lernt,  wovon  die  eine  ihre  Werthe  für  ein  rationales,  die  andere  für 
ein  irrationales  x  giebt.  Man  kennt  aber  auch  analytische  Dar- 
stellungen derselben.     Eine  solche  bietet  die  Formel 

^  =  lim(l  +  ^)"  (1) 

„  =  4-00    \  ^'    ? 

welche  für  jeden  Werth  von  x  gilt,  n  bezeichnet,  wie  immer,  jede 
natürliche  Zahl. 

Um  die  Gleichung  (1)  zu  beweisen,  genügt  es  nicht,  die  Potenz 
auf  der  rechten  Seite  nach  dem  binomischen  Satze  zu  entwickeln. 
Denn  wir  erhalten  so  eine  Summe  von  (>^  +  1)  Gliedern,  deren  An- 
zahl somit  von  n  abhängt,  und  sind  daher  nicht  in  der  Lage,  das 
Cor.  4  in  YII.  3  oder  dessen  Verallgemeinerung  in  VII.  14  anzu- 
wenden.    Durch  directe  Untersuchung  des  Ausdruckes 

(2) 

und  Benützung  des  Satzes  in  Nr.  11  lässt  sich  indess  dieses  Ziel 
erreichen. 

1.  Satz.  ;,Der  Ausdruck  (2)  nimmt  von  einem  bestimmten 
Werthe  des  n  an  mit  wachsendem  n  beständig  zu,  bleibt  jedoch  dabei 
stets  unter  einer  festen  Zahl.  Er  hat  somit  bei  lim?^  =  +  cx)  einen 
positiven  endlichen  Grenzwerth,  den  wir  mit  f{x)  bezeichnen 
können.'^ 

Beweis.  Wir  haben,  wenn  \x,  eine  positive  rationale  Zahl  grösser 
als  1  bedeutet  und  \-\-w.\i  positiv,  also  fi  >  —  u  ist,  nach  einer  der 
unteren  Ungleichungen  (10)  auf  S.  203 

1 +«<(!+ 9".  (3) 

Ist  ausserdem  w  <  1 ,  so  finden  wir  nach  den  Formeln  (8)  S.  202 

(i+9''<.4-„-  (4) 

Setzt  man  ^  =  n:7n,  unter  w,  n  natürliche  Zahlen  verstanden,  wovon 
die  erstere  die  kleinere  ist,  und  u  =  x:my  mit  x  eine  beliebig  reelle 
Zahl  bezeichnet,  so  ergiebt  sich,  wenn  n>  —  x  ist,  aus  (3) 

und  wenn  ausserdem  m>^  ist,  aus  (4) 

m 

Erhebt  man  die  Ungleichung  (5)  zur  m^^  Potenz,  so  erhält  man  die 
Beziehung 
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i-x<m<n)        (l  +  f )'"<  (l  +  f )",  (7) 

aus  welcher  ersiclitlicli  ist,  dass  der  Ausdruck  (2)  von  einem  be 
stimmten  Werthe  von  n  an  mit  vrachsendem  n  beständig  zunimmt. 
Insbesondere  hat  man 

(l_^<,)        (i  +  ^4.J-<(i+|)".  (8) 

Erhebt  man  dagegen  die  Ungleichung  (6)  zur  m*®°  Potenz,  so  erfährt 
man,  dass  neben 

ist.  D.  i.  wählt  man  eine  natürliche  Zahl  m  grösser  als  ja?!,  so  liegt 
der  Ausdruck  (2)  für  jeden  Werth  von  n  >  m  unter 

i:(i_jLy"=(_j?i_y"'. 

\  m/  \m  —  x/ 

Daraus  und  aus  der  Beziehung  (8)  folgt  nach  dem  letzten  Satze  in 
VII.  14,  dass  der  Ausdruck  (2)  bei  lim  n=  -\-  oo  einen  endlichen 
Grenzwerth  hat,  den  wir  mit  f{x)  bezeichnen  wollen.  —  Demnach  ist 

/•(l)  =  Hmjl  +  y".  (9*) 

Dies  ist  die  in  Nr.  12  mit  e  bezeichnete  Zahl.  Wir  entnehmen 
aus  (8),  dass  die  Function 

i^  +  vj 

von  dem  Werthe  w  =  1  an  mit  n  beständig  wächst.     Somit  ist  e  >  2 
(S.  167).     Aus  der  Ungleichung  (9)  ergiebt   sich,  wenn  man  x  =  ly 
m  =  2   setzt   und  n  ins   Unendliche   wachsen   lässt,   dass   e  ^  4   ist. 
(Nach  der  Verallgemeinerung  des  5.  Satzes  in  VII.  3.)  ^) 
Für  diese  Function  besteht  das  Additionstheorem 

m-fiy)  =  fi^  +  y),  (10) 

was  sich  leicht  mit  Hilfe  des  nachstehenden  Satzes  zeigen  lässt. 

2.  Hilfssatz.  ^)     „Wenn  die  eindeutige   Function  w  (n)  von  n  bei 

lim  n=  -\-(x>  den  Grenzwerth  Null  hat,  so  ist 

ii„  (1 + ?^"y=  1«  (11) 

Beweis.     Zufolge   der  Ungleichungen  (4)  auf  S.  186  hat  man, 
d  =  w(n)  :  n    m  =  n  gesetzt, 

1)  üeber  die  Berechnung  und  die  Irrationalität  der  Zahl  e  vgl.  IX.  14. 

2)  Cauchy,  Exercices   d'Analyse  lY.   S.  239.     Daselbst  auch   der  3.   Satz 
nebst  seinen  Beweisen. 
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i+^w<(i+"iy<--^-       (12) 

n 
Hierbei  genügt  es,  n  sich  so  gross  zu  denken,   dass  w(n)  zwischen 
—  1  und  +  1  liegt.     Aus  (12)  folgt,  dass 

1  —  f  1 \w{n) 

ist.     Also  ist 

Der  Zähler  des  Bruches  auf  der  rechten  Seite  von  (13)  hat  zufolge 
der  Voraussetzung  bei  lim  n  =  -\-oo  den  Grenz werth  0,  der  Nenner 
somit  den  Grenzwerth  1 ;  demnach  hat  der  Bruch  selbst  bei  lim  n  =  -{-(X) 
den  Grenzwerth  0.     Daher  ist  auch 

^    '   —  1    ==  0,    w.  z.  b.  w. 


hm  [{1  + 


3.  Satz.     „Ist 

so  besteht,  was  x  und  y  auch  für  reelle  Werthe  sein  mögen,  zwischen 
n^),  fiy),  n^  +  y)  die  Beziehung  (10).« 
Wir  haben  nämlich 

Der  Ausdruck  innerhalb  der  Klammern  lässt  sich  auf  die  Form 

1_L  1        ^2/ 


n  n-\-  x-\-y 

bringen.     Da  nun       , .       ,         .     ,        ,     x .        r^ 

°  lim    [xy :  {n -\-  X  -\-  y)  ]  ==  0 

ist,  so  dürfen  wir  in  der  Formel  (11) 

w  (n)  =  xy  :  {n  -\-  x  -\-  y) 

setzen  und  erfahren   dadurch,    dass   der   Grenzwerth   auf  der  rechten 
Seite  von  (14)  gleich  1  ist.     Also  ist 

fix)-fiy):f{x  +  y)  =  l. 

Um  jetzt  den  Satz  in  Nr.  11  anwenden  zu  können,  bemerken  wir 
noch,  dass  wenn  wir  x  auf  die  Werthe  von  x  =  0  bis  zu  x  ==  1  ein- 
schränken, dann  die  Werthe  von  f{x)  das  Intervall  von  1  bis  4  nicht 

1  -j )  ^1?   somit 

auch  f{x)'^l]  andererseits  zufolge  (9)  (bei  m  =  2) 
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/•(a;)^l:(l--0k4. 

Da  femer  f(l)  =  e  ist,  so  gelangen  wir  nunmehr  zur  Formel  (1). 

4.  Corollar.     „Für  jeden  Werth  von  x  ausser  0  ist 

e^>l+rr."  (a) 

Wenn  man  in  den  Ungleichungen  (lO)  auf  S.  203  d  =  e — 1  und 
li==x  setzt,  so  wird  man  die  Beziehung  (a)  nur  für  jeden  Werth  von  x 
grösser  als  1  erhalten.  Der  allgemeine  Beweis  derselben  stützt  sich  auf 
den  1.  Satz  S.  215.     Daraus  folgt  nach  dem  letzten  Satze  in  VII.  14,  dass 

ist.     Kraft  der  Beziehung  4)  S.  186  hat  man  aber 

(l+f)">l  +  «.|  =  l  +  x. 

Mithin  ist 

(f>l+X. 

Damit  ist  die  Beziehung  (a)  vollständig  erwiesen.    Setzt  man  in  ihr  statt  x 
—  ic,  so  erhält  man 

e-^>  1—x. 
Daher  ist 

wobei  jedoch  a;  <  1  sein  muss. 

5.  Satz  (in  XII.  5  benutzt).  „Hat  die  Function  v  (n)  bei 
lim  n  ==  -\-  oo  einen  endlichen  Grenz  werth  a,  so  ist 

lim(l  +  ^y=.«."  (c) 

Beweis.  Setzt  man  v (n)  =  a -\- co (n) ,  so  ist  limG9(w)  =  0. 
Ferner  hat  man  «=4-« 

Bei  lim  w  =  +  oo  hat  der  erste  Factor  zufolge  (1)  den  Grenzwerth  e", 
der  zweite  zufolge  des  2.  Satzes  den  Grenzwerth  1,  da 

lim  -^=0 
ist.     Somit  besteht  die  Formel  (c). 
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15.  Eine  analytische  Darstellung  des  natürliclien  Logaritlimus. 

Aus  der  Gleichung 


(i+f)' 


a         (a  >  0),  (15) 

worin  n  eine  natürliche  Zahl  sein  soll,  erhält  man 

X  =  n  (Ya  —  l). 

Da  die  linke  Seite  der  Gleichung  (15)  bei  lim  n=  -\-  (x>  den  Grenz- 
werth  e^  besitzt,  so  entsteht  die  Yermuthung,  dass  der  Ausdruck 

g{n)  =  nCl/ä-l)         (a  >  0),  (16) 

bei  demselben  Grenzübergange  la  zum  Grenz werthe  haben  wird.  Sie 
lässt  sich  leicht  zur  Gewissheit  erheben.^) 

1.  Satz.  „Die  Function  g  (n)  nimmt  bei  wachsendem  n  beständig 
ab,  bleibt  aber  dabei  über  einer  festen  (von  n  unabhängigen)  Zahl. 
Demnach  hat  g  (n)  bei  limw=-j-Oü  einen  endlichen  Grenzwerth, 
den  wir  vorläufig  mit  h  (a)  bezeichnen.  Dabei  ist  h  (a)  <C  g  (n).  — 
//  (a)  ist  positiv  oder  negativ,  je  nachdem  a  grösser  oder  kleiner  als  1  ist." 

Beweis.     Wir  bilden  g(n) — g(n -{-!),  wobei  wir  die  Zahl 

n(n-\-l)r- 

ya  =  h 
einfuhren.     Alsdann  ist 

.7(w)— p(wH-l)=w{6"  +  i-l)-(w-f-l)(&"-l)==w5"(6-l)-(?)"-l).  (17) 

Nehmen  wir  zunächst  an,  dass  a  >  1  ist.  Dann  ist  auch  &  >  1.  Setzen 
wir  nun 

g(n)-g(n+l)  =  {h  —  l)[nh--\h  —  l)  +  [nh-'  —  ^^]], 

so  erkennen  wir  vermittelst  der  3.  Ungleichung  in  Nr.  2  unmittelbar,  dass 
g(n)  —  g(n-\-l)  positiv,  somit  für  jeden  der  Werthe 

w=l,2    ...    g{n)>g(n-{-l)  (18) 

ist.    Dabei  ist  zufolge  der  Ungleichung  (l)  in  Nr.  6 

g(n)>0.  (19) 

Die  beiden  letzten  Ungleichungen  gestatten  die  Anwendung  des  Schluss- 
satzes in  Vn.  14,  aus  dem  auch  die  Ungleichung 

h  (a)  <  g  (n) 

folgt.  —  Aus  der  Ungleichung  (19)  ergiebt  sich  durch  den  Grenzübergang 
liaiw  =  -|-cx)  bloss  die  Beziehung  h(a)^0.  Um  zu  zeigen,  dass  h{a) 
positiv  ist,  setzen  wir  a  =  1  -{-  d  (c?  >  O)  und  wenden  die  erste  der 
Ungleichungen  (i)  auf  S.  191   an,   wodurch   wir   unmittelbar  finden,   dass 

1)  In  der  Note  zu  IX.  18  werden  wir  die  Formel  (24)  auf  eine  andere  Art 
begründen. 


220  YUl.  Abschnitt.  Analytische  Darstellung  des  Logarithmus.        [Nr.  15. 

ist.     Daraus  folgt  nun  bei  lim  n=  -\-  oo  die  Beziehung 

Demnach  ist  h(a)  gewiss  positiv. 

Auch  im  Falle  dass  a  <  1  ist,  leiten  wir  aus  der  Formel  (17)  durch 
eine  naheliegende  Ungleichung  die  Umformung  (18)  ab.  Die  Formel  (20) 
zeigt,  dass  wenn  0  >  (^  >  —  1  ist, 

''W  >  TTd 

ist.     Wir   können    somit   wieder   den   oben   erwähnten  Satz   anwenden.   — 
Nunmehr  ist  g(n)  negativ.     Da  nach   der  zweiten  der  Ungleichungen  (i) 

auf  S.  191  /  X  ^  ^  /^/x 

g(n)<d  (21) 

ist,  so  finden  wir  h(l  -\-d)  ^d'^  es  ist  somit  jetzt  h(a)  negativ. 

2.  Satz.  „Es  ist  h(a)  +  h(a)  =  h(aay  (22) 
Folgt  aus  der  Identität 

n{yaa'  —  l]  —  n(ya  —  l)  —  n(^a—  l)==w(ya" — l)  (^ö^— l) 

durch    den    Grenzübergang    lim  n=  -]-  oo    unmittelbar.      Es    ist    nämlich 
nach  der  Formel  (13)  auf  S.  205 

Ima   ya  =  1. 

Aus  (22)  folgt  die  Formel 

Ä(a) +  Ä(l:a)  =  0.  (23) 

3.  Satz.     „Es  ist  e*('')=  a,  also  h{a)  =  la  d.  i. 

lim  n  (ya"—  l)  =  ?a."  (24) 

n=-|-oo 

Beweis.     Zufolge  der  Formeln  (15)  und  (16)  ist 

(1  +  ^))=«. 

Femer  haben  wir,  wenn  wir  für  h(a)  kurz  h  schreiben,  nach  (l) 

eA(«)  =  lim  (l  +  -V. 
Somit  ist 

„-...=ii.{(i+^-|i))"-(i+3"}. 

Können  wir  nun  zeigen,  dass  der  Grenzwerth  rechts  verschwindet,  so  er- 
giebt  sich  aus  dieser  Formel  die  Gleichung 

a  =  e*H 
Da  g{n)^h  ist,  so  ist 

'       w     ^        '     n 

Nehmen  wir  zuerst  wieder  a  >  1   an,    so  ist   7^  >  0,    also    1  -\-  h  :  n'^  1 
und  somit 
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Andererseits  haben  wir  nach  der  zweiten  der  Ungleichungen  (3)  in  Nr.  2 
Zulblge  der  Formel  (21)  und  des  1.  Satzes  in  Nr.  14  finden  wir 


l{n)<e^{g{n)—h). 

Da  nun  nach  dem  1 .  Satze  g  (n)  bei  lim  n  =  -\-  oo  den  Grenzwerth  h  hat, 
so  ist  mithin 

lim  X  (n)  =  0. 

Ist  a  <  1,  so  ist  1  :  a  >  1.     Nun  ist  nach  (23) 

^k{a)  __  g-A(l    «)=   ][  .gÄ(l:a) 

also,  da  nach  dem  soeben  Bemerkten  e'^Ci^«)  =  l:a  ist,  wieder 

eM«)=  i:(i:a)  =  a. 


Uebungen  zum  Vni.  Abschnitt. 

1)  Man  zeige,  dass  wenn  x  und  x'  von  a  verschieden  sind, 

1       ,        1        ,     x  —  x'     .  ,    {x  —  x'f^  _      1      /x  —  x'Y 

X  — a~^  a  —  x' ~^  (a  — xY'  '      (a  —  x'f'    ~~  x  —  a\a  —  x'J 

ist.     Besonderer  Fall  ic'  =  0. 

2)  Die   Reihe   l-\-2a-\-^a^-\ |-wa"~^   zu  summiren  im  Falle, 

dass  a  von  1  verschieden  ist.     (Multiplicire  sie  mit  1  —  a.) 

Desgleichen  nacheinander  die  Reihen 

^+rr)«+rr)«^+-+(>"-'"  (-=2,3...). 

Hieran  schliesst  sich  die  Formel 

^+rr)+rr)+-+(:)=(::D' 

welche  durch  sinngemässe  Ajiwendung  der  Formel  (c)  auf  S.  187  auf  die 
beiden  ersten  Glieder,  dann  auf  deren  Summe  und  das  dritte  Glied  u.  s.  w, 
erhalten  wird. 

3)  Die  Reihe 

l  +  (a  +  5)  +  (a2  +  a5_|_ft2^)_j ^  (««-!_(_ a«-2^_| p«5«-2_j_5„-i>) 

zu  Summiren,  falls  a  und  h  von  einander  und  von   1   verschieden  sind. 
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4)  „Ist  0  <  ft  <  1  und  li  eine  natürliche  Zahl,  so  hat  man 

Der  Satz  ergiebt  sich  sofort  aus  der  Formel  (III)  auf  S.  186,  indem  man 
darin  statt  a    — a  schreibt  und  &  =  !,  m  =  2h  oder  ^Ic-^-l  setzt. 

5)  Man  berechne  auf  15  Stellen   mit  Berücksichtigung  der  Correctur 

^)  199         ^)  2ÖÖ1' 
Und   zwar   bediene   man   sich  bezüglich   des  ersteren  Bruches  der  aus  der 
Formel  (IV)  auf  S.  186   folgenden  Gleichung 

199        200  —  1        200    '    \200/    ~  '    \200/     ~  199  \200/ 

und  bezüglich  des  letzteren  einer  ähnlichen  aus  der  Formel 

1     1 

hervorgehenden  Gleichung. 

6)  Sind  a  und  h  positive  Zahlen,  so  hat  man 

ya^  —  '2al^-\-})^  =  a  —  h    oder    h  —  a, 

je  nachdem  a  grösser  oder  kleiner  als  &  ist. 

Ist  a  eine  reelle,  von  Null  verschiedene,  h  eine  positive  Zahl,  so  ist 
ya^'b^ayb  oder  — ayb^  je  nachdem  a  positiv  oder  negativ  ist. 

7)  Die   in   der  Formel  (6)   auf  S.  194   vorkommende   ganze  Zahl  g^ 

(1      1 m-l 
l-\ TZTi]        1  also  jedenfalls  unter  10-2"*~\  — 

Leicht   zu    zeigen   durch   die   Bemerkung,   dass   a  <  (J. -[- 10* "'""'"  ^)"*   ist, 
und  Anwendung  der  Beziehung  3)  in  Nr.  2. 

2  cio" i') 

8)  Es  bedeute  p  die  grösste,   in   dem  Ausdrucke    2  -f-  log  t^— ^ -c 

enthaltene,  ganze  Zahl,   fem  er  sei   q  =  n  —  log  {11  (m  —  l)-|-l);    dann 
besteht  die  Beziehung 

10"  —  ~  <yiÖ"^«  —  1  <  10", 

worin  s  =  0  zu  setzen  ist,  falls  5<0  ist,  dagegen  5^j?,  falls  q^O  ist. 

Diese  Ungleichung  ergiebt  sich  aus  der  Schlussbetrachtung  in  Nr.  7*, 

indem  man  bedenkt,  dass  hier  für  r  =  n   nach   S.  197    ^4  =  10" — 1   ist. 

9)  Wie  viel  Ziffern  hat  9"^  (m  natürliche  Zahl)?  —  Auflösung  der 
Ungleichung  9"*  <  10"*"*    (A;  =  1,  2  •  •  •)• 

10)  „Die  Formel  (1)  auf  S.  193,  dass 

IH yi-\-d<  — -ä-  d^  (1) 

ist,  auch  für  den  Fall  dass  m  >  4  ist,  zu  beweisen." 

Zunächst  ergiebt  sich  mittelst  der  Formel  (i)  auf  S.  191,  dass 

x=i+^-'yrfd<i  +  ^ ^ !!^^— j-  (2) 

'    w         '^        '  '     m  d ,  m—i  ■,     ^  ^ 
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ist.     Hieraus  erhält  man  die  Beziehung  (l)  unmittelbar,  wenn  d^l 

d.  i.  d> 7  ist. 

—  m  —  1  ^ 

Um  den  Beweis   derselben   auch   für   den   Fall,   dass   0  <  ci  < 


ist,  zu  erbringen,  bemerke  man  zuerst,  dass 

ist,  was  sich  durch  Entwickelung  der  rechten  Seite  der  Formel 

nach  dem  binomischen  Satze  in  Nr.  3  leicht  ergiebt. 

Entwickelt     man     femer     nach     demselben    die    Potenz    (l  -| j  , 

so  findet  man 

worin  G  >  0  ist.  Demnach  und  nach  der  Beziehung  (2)  kann  man  aus 
(3)  die  Ungleichung  ^m-1 ,,  Z  ,,, 

ableiten,  worm 

/i_l_^\^      2*^"~^/i_L^\^_i_  (^  —  2)  (m  —  3)  d^ 

^—V'^m)  3        V    "^  ^j  m  "1  4  ~  ^ 

\      '     m/        ^    ,   m  —  1   -,    \      '     m/   2m' 

1  H a 

w 

ist.  Aus  (4)  erhellt  die  Richtigkeit  der  Formel  (l)  unmittelbar,  da  der 
Bruch  Z:N^  wenn  d<im:{m  —  l)  ist,  echt  ist.  Um  das  zu  beweisen, 
bildet  man  die  Differenz 


Ii-[^-^"^d){N-Z) 


und  zeigt,   dass   sie  positiv  ist.     Ordnet  man  nämlich  J)  nach  steigenden 
Potenzen  von  d:m^  so  findet  man  leicht,  dass 


B-^—  f  ^  ^^  ~  ^ (2  m  — 1)»  d^ (m  —  1)«  ^^ (m  —  1)  (m  —  3)  d 

ml        3  12  wi  4         m*  2  m 


ist,  und  bemerkt,  dass  der  Werth  des  Ausdruckes  innerhalb  der  Klammem 
selbst  für  d  =  m :  (m  —  l)  positiv  ist,  wenn  m  >  3  ist. 

11)  Die  Beziehung  (a)  auf  S.  196  besteht  schon,  wenn 

1  91 

C  ^  ^  (m  —  1)  =  6,05  (m  —  l) 

ist.  —  Man  forme  (a)  mittelst  der  Gleichung  (ß)  a.  a.  0.  in  die  Formel 
um  M  +  -=^j  ^  1  +  TTTp ,  ziehe  dann  daraus  die  m*®  Wurzel  und  wende 
auf  die  rechte  Seite  die  in  der  Uebung  10)  bewiesene  Formel  an. 
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11*)  „Zwischen  zwei  positive  Zahlen  a  h  sind  n  mittlere  geome- 
trische Proportionalen  x^,  x<^  •••  x^  einzuschalten"  d.  h.  es  soll 

^«__  5.  =  ^  ===...  =  ^zi_-_i  =  S- 

^1  ^%         ^3  x^  b 

sein.     Lösung: 

71  4-1  / 71 -{-!/— — -— — ~  «  +  1, 

x^==       ya"b,       x^=      ya^-ifc^    ...    ^^  _      -j/^^« 

12)  Die  einfachsten  eindeutigen  Beziehungen  (vgl.  Nr.  8^  einer  Ver- 
änderlichen y  zu  einer  anderen  x  sind  die  gerade  und  die  verkehrte 
Proportionalität  der  ersteren  zur  letzteren,  y  heisst  zu  x  proportional, 
wenn  die  zweien  Werthen  von  x  entsprechenden  Werthe  von  y  dasselbe 
Verhältniss  (VII.  18)  haben  wie  die  ersteren.  Demnach  ist,  wenn  zu 
X  =  a  der  Werth  y  =  h  gehört, 

y         x      ^    .  h 

j-  =  —     d.  1.     y  ==  ^   X. 
0         a  ^         a 

y  ist  also  eine  ganze  lineare  Function  von  x  ohne  constantes  Glied. 
y  heisst  verkehrt  proportional  zu  x,  wenn  das  Verhältniss  je  zweier 
Werthe  von  y  gleich  dem  umgekehrten  Verhältnisse  der  zugehörigen  Werthe 


von  X  ist;  dann  ist  also 

f  = 

a 

=  — 

X 

w       ,    .  ab 

X        •    ■     J         X 

Man  beweise  den  folgenden  Satz:  „Ist  die  auf  positive  Werthe  be- 
schränkte Veränderliche  y  eindeutig  auf  die  gleichfalls  nur  positiver  Werthe 
fähige  Veränderliche  x  in  der  Art  bezogen,  dass  der  Summe  je  zweier 
Werthe  ic,  x  der  letzteren  die  Summe  der  ihnen  entsprechenden 
Werthe  y^  y'  der  ersteren  zugeordnet  ist,  so  ist  y  proportional  x 
d.  h.  es  besteht  zwischen  x  und  y  die  lineare  Gleichung  y  ^  cx^  worin  c 
eine  Constante  bedeutet."  Der  Beweis  kommt  auf  die  Bestimmung  aller 
eindeutigen  positiven  Functionen  ^i{x)  des  positiven  x  hinaus,  die  der 
Functionalgleichung 

9  (^)  +  9  (^')  =  9  (^  +  ^0  (a) 

genügen.  Aus  derselben  ergiebt  sich  zunächst,  dass  bei  rationalem 
positivem,  ^W  =  .^(l)  (b) 

ist.  Femer,  dass  wenn  x'^x  ist,  alsdann  9  (ic')  >  qp  (ic)  ist.  Hieraus 
erkennt  man  leicht,  dass  die  Gleichung  (b)  auch  bei  irrationalem  posi- 
tivem |Lt  gelten  muss.  —  Der  in  Rede  stehende  Satz  stimmt  völlig  zu 
dem  Satze  von  Darboux  (vgl.  S.  208),  wonach  auch  bei  unbeschränktem 
X  und  qp(ic)  bloss  die  Function  (p{x)  =  X(f){)})  die  Gleichung  (a)  befriedigt, 
wofeme  nur  angenommen  wird,  dass  es  ein  Intei-vall  von  x^  etwa  von 
x  =  c  bis  x=^c-\-  d  giebt,  für  welches  die  zugehörigen  Werthe  von  qp  {x) 
zwischen  den  festen  Zahlen  -4,  B  liegen.  (Beweis  wie  beim  ähnlichen 
Satze  a.  a.  0.) 

13)  Bedeutet  n  wie  auch  in  den  folgenden  Aufgaben  eine  natürliche 
Zahl  und  ist  0  <  a  <  1 ,  so  ist  lim  wa"  =  0.  —  Man  setze  «  =  1 :  (l  +  d) 

und  wende  den  binomischen  Satz  in  Nr.  3  an. 
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14)  „Ist  a  eine  beliebige  reelle  Zahl,  so  hat  man 

lim  (a"  :  w !)  =  0." 

n=-j-  00 


Der  Satz  folgt  unmittelbar  aus  der  Ungleichung 


\a 


< 


\<1  /_M_V 

m  !    \m  -j-  1/ 


(n  >  m), 


wobei  m-\-l  die  erste,  |  a  \  übersteigende  ganze  Zahl  bedeutet. 

15)  „Hat  f(n)  bei  \Ynin  =  -\-(X)  einen  positiven  Grenz werth  a, 
so  ist 

lim   {/•(w))m=a'"." 

Der  Beweis  dieser  Formel  stützt  sich  im  Falle,  dass  der  Exponent  m 
eine  ganze  Zahl  ist,  auf  den  2.  Satz  in  VII.  3  und  14,  im  Falle,  dass 
er  eine  gebrochene  Zahl  ist,  auf  die  Formel  III  in  Nr.  1  ^)  und  im  Falle 
dass  er  eine  irrationale  Zahl  ist,  auf  die  Ungleichungen  in  Nr.  10. 
Natürlich  gilt  der  Beweis  für  den  letzten  Fall  auch  für  die  übrigen. 

15*)  Bedeutet  F{x)  eine  ganze  Function  m*®^  Grades  von  x  (S.  200), 
ist  also  F{x)  =  aQ-\-  a^x-\ 1-  a^x^^  so  hat  man 

16)  Je  nachdem  a  positiv  oder  negativ  ist,  hat  man  log  a^^  =  2n  log  a 
oder  2n  log( —  a). 

17)  Der  von  Neper  eingeführte  Logarithmus  von  h^  y  =  log  nep  5, 
ist  die  Wurzel  der  Gleichung 

10^  .qy  =  h.  (a) 

Welchen  Werth  hat  q  wenn,   wie  Neper   in   der   „Mirifici  logarithmorum 
canonis  constructio"  (1619,  englisch  von  Macdonald  1889)  Nr.  30  festsetzt, 

log  nep  (10^  -  1)  =  i  (l  +  ^J  (=  d) 

sein  soll?" 

Antwort.     Aus  10^  •  5*^=  10' —  1  folgt 


also 


3  =  (i-i^)  • 

Hiemach  ergiebt  sich  aus  (a),  dass 
y  =  log  nep  h  =  dl  ^-^j 


h^l 


1)  Gemeint  ist  die  Formel 


(b) 


n». m 


W-  Vb=  (2/  -  b) 


771  —  1  m  — 2     1 


1    m- 


-^y    ^'     b"»_j ^y'^J)    rn    _j_^ 
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ist.  Diesen  Ausdruck  werden  wir  in  üebung  17)  zum  IX.  Abschnitt  in 
eine  Potenzreihe  von   lO""^  entwickeln. 

18)  „Es  ist  neben 

1  +  a;>  0         x>l{l+xy 

Folgt  unmittelbar  aus  der  Beziehimg  (a)  auf  S.  218.  Hieraus  ergiebt 
sich,  dass 

19)  Neben  a>h>0     ^^  >  la  —  Ih  >  ^=^  ist. 

0  Ol 

20)  Wie  lauten  die  Sätze  18)  und  19)  für  die  Logarithmen  zur 
Basis  JB? 

21)  Sobald  die  natürliche  Zahl  n  die  Zahl  e  in  Nr.  12  überschritten 
hat,  nimmt  der  Bruch  ln:n  mit  wachsendem  n  beständig  ab  und  zwar 
ist  sein  Grenzwerth  bei  lim  n  =  -\-  (X)  Null.  —  Der  erste  Theil  wird 
durch  Betrachtung  der  Differenz 

,           v,',,^         {n^l)ln-n\ln-^l\l-\-^\ 
In         l{n-\-\) ^     '     ^ i        '     L     '   n}\ 

n  n-{-l  n{n-{-l) 

mit  Hilfe  der  Formel  (9*)  auf  S.  216  bewiesen;  der  zweite  ergiebt  sich, 
wenn  man  n  =  m*,  wo  m  eine  feste  ganze  Zahl  bedeutet,  setzt  und  k  ins 
Unendliche  wachsen  lässt. 

22)  Ausführung  des  Beweises  der  Ungleichungen  (17)  S.  207  im 
Falle  dass  tU  >  1  ist. 

23)  Man  zeige  direct,  dass  für  die  Function  h(a)  S.  219  die  Formel 

h  (a^)  =  xh(a) 
besteht. 


IX.  Abschnitt. 
Die  uneiidliclieii  Reihen  mit  reellen  Gliedern. 

1.  Convergente  und  divergente  Reihen.  —  Es  sei  eine  unbe- 
grenzte Folge  von  reellen  Zahlen  a^,  %,  a^  •••  a„  •••  gegeben  d.  h. 
eine  arithmetische  Vorschrift,  nach  welcher  man  beliebig  viele  derselben 
bestimmen  und  anordnen  kann.     Bilden  wir  die  Partialsummen 

So  =  %^     5i  =  «o  +  «i.     «2  =  «0  +  «1  +  0^2.    ••• 

^n  =  S  +  »1  H h  ö^n-1  +  ^n. 

wofür  man  auch  schreibt 


0 

SO    entsteht    die    Frage,    wie    verhält    sich    s^    beim    Grenzübergang 
lim  n  =  -\-  oo. 

Wenn  lims„  bei  limw  =  -|-oo  eine  endliche  Zahl  a  ist,  so 
heisst  die  unendliche  Reihe  «o"!"  %  "h  ^2  *  * '  convergent,  a  der 
Grenzwerth  derselben,  a  als  die  „Summe"  der  unendlich  vielen 
Glieder  üq,  a^  •  •  •  zu  erklären,  ist,  wie  sich  in  Nr.  8  zeigen  wird, 
nicht  immer  zulässig.     Schreibt  man,  was  manchmal  bequem  ist, 

00 

(1)  a  =  aQ  +  a^  +  a,-\ =^(i^, 

0 
-0  soll  das  im  Allgemeinen  nichts  Anderes  besagen,  als  dass  die 
Zahlen  a„  in  der  durch  das  Wachsen  des  Index  n  angegebenen  Ord- 
nung aneinander  zu  reihen  sind  und  dass  alsdann  bei  lim  n  =  -\-  (x> 
lim  5„  =  a  sein  soll,  d.  h.  dass  zu  jeder  Zahl  £  >  0  eine  Zahl  /u-  >  0 
so  gehört,  dass  für  alle  ^  >  ^ 

\s„  —  a\<e. 
Hat  die  Partialsumme  s^  bei  lim  n  =  -\-  00  keinen  endlichen 
Grenzwerth,  so  heisst  die  unendliche  Reihe  % -\-  cLi  -\-  (^2  ~\~  "  ' 
divergent.  Dabei  kann  s^  bei  limw=  +  oü  entweder  einen  be- 
stimmt unendlichen  Grenzwerth  (d.i.  +00  oder  — c»)  oder  gar 
keinen  Grenzwerth  haben.     Es  ist 

Stolz  u.  Gmeiner,  theoret.  Axithmetik.  n.  16 


228     IX.  Absclinitt.    Convergente  u.  divergente  Reihen  im  Allgemeinen.     [Nr.  1. 

lim  ^«  =  +  ^; 

wenn  zu  jeder  positiven  Zahl  G  eine  andere  ^  so  gehört,  dass  wenn 
nur  w  >  ^,    5„  >  (t  ist;  dagegen  ist 

lim  s^  =  —  oo, 

wenn  neben  w  >  fi  stets  s„<.  —  G  ist. 

Hat  s„  bei  lim  w  ==  -f-  oo  keinen  Grenzwerth ,  so  hat  es  dabei  nach 
Vn.  16  zwei  verschiedene  Unbestimmtheitsgrenzen ,  von  denen  eine  oder 
selbst  beide  unendlich  sein  können.  Im  letzteren  Falle  ist  die  untere 
ünbestinuntheitsgrenze  —  c» ,  die  obere  -j-  <X) .  Wenn  die  Function  s^ 
endlich  ist  (vgl.  S.  170),  so  sind  die  beiden  Unbestimmtheitsgrenzen  bei 
lim  n=  -{-  oo  ebenfalls  endliche  Zahlen.  Bezeichnet  man  mit  0  die  obere, 
mit  ü  die  untere,  so  sagt  man,  die  Reihe  «o  "f"  ^i  ~(~  ^2  ~t"  ' '  *  schwanke 
bei  lim  n=  -{-  oo  zwischen  den  Grenzen  U  und  0  und  nennt  0  —  U 
den  Betrag  der  Schwankung. 

Lässt  sich  die  endliche  Reihe  s^=  a^  -{-  a^  -\-  --  -  -{-  a^  summiren 
d.  h.  dafür  ein  geschlossener,  aus  einer  von  n  unabhängigen  Anzahl  von 
Gliedern  bestehender  Ausdruck  aufstellen,  so  wird  man  denselben  zur 
Entscheidung  der  Frage  benutzen,  ob  5„  bei  lim  n  =  -\-(X)  einen  end- 
lichen Grenzwerth  hat  oder  nicht.  Dieses  Verfahren  möge  an  den 
nachstehenden  drei  Beispielen,  welche  wohl  die  wichtigsten  unend- 
lichen Reihen  liefern,  erläutert  werden. 

Beispiele  convergenter  und  divergenter  Reihen. 
1)  Die  unendliche  geometrische  Reihe 

convergirt  dann  und  nur  dann,  wenn  x  dem  absoluten  Betrage 

nach  kleiner  als  1  ist,  und  zwar  ist  ihr  Grenzwerth 

'  1  — X 

Man  hat  nach  VIII.  1,  Gl.  (III),  wenn  x  von  -|-  1  verschieden  ist, 

s„  =  l+x  +  .-.  +  af='~^^; 
somit  ist 

(2^  -"     -s  -^       . 

^^^  l-lc        ^«  — i^T^ 

Setzen  wir  \x\  =  X  und  nehmen  zunächst  an,  es  sei  X <  1,  also 

Z=l:(14-^), 
wo  d  >  0.     Dann  ist  nach  VIII.  2  Ungleichung  4) 


5. 


j^  +  i  j  j 


somit  1 
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wenn  nur 

d{l  -f-nrf)  d't 

'^t     Wir  finden  also 

Ist  X>  1^  so  divergirt  die  unendliche  geometrische  Reihe  d.  i. 
ihre  Partialsumme  5„  (in  (2))  hat  bei  lim  n  =  -\-  (X)  keinen  endlichen 
Grenzwerth.  Und  zwar  hat  sie  bei  lim  n  =  -\-(X)  den  Grenzwerth 
-\-oOj  falls  ic  >  1  ist;  sie  schwankt  zwischen  den  Werthen  0  und  1, 
falls  x  =  —  1 ,  und  hat  bei  lim  n=  -^  oo  die  Unbestimmtheitsgrenzen 
—  (X)  und  -f-  oo,  falls  x  <C  —  1  ist. 

Ist  X  =  1,  so  geht  die  soeben  erwähnte  Summe  in  ^  +  1  über, 
hat  also  bei  lim  n=  -{-oo  den  Grenzwerth  -|-  cx) .  Ist  ic  >  1 ,  so  ist 
jedes  Glied  von  5„  mit  Ausnahme  des  ersten  grösser  als  l;  wir  finden 
daher  5„  >  w  -f"  1?  ^^^o  hat  s^  bei  lim  n  =  -\-  oo  ebenfalls  den  Grenz- 
werth +  (3ü.  Ist  x  =  —  1,  SO  ist  s.2},=  lf  524^.1  =  0  (Ä;  =  0^  1,2  •••). 
Ist  endlich  x  =  —  X  und  X>  1,  so  liefert  die  Formel  (2) 

1  +  X         ' 
woraus  ersichtlich  ist,  dass 

lim  ^2^  =  +  oü  lim  S2k^i  =  —  oc. 

i  =  +oo  A:  =  -)-oo 

2)  Es  sei 

"'0  =  ^0  —  ^1.      0^1  =  ^— ^2;    •••    <^n  =  K  —  K  +  iy 


so  ist 


=  ^0  — ^.  +  1- 


Die  Reihe 

(3)  (6„_6j  +  (6^_6^)  +  ... 

convergirt  dann  und  nur  dann,  wenn  h^  bei  lim  n  =  -\-  oo  einen  end- 
lichen Grenzwerth  h  hat.     Und  zwar  ist 

lim  s^  =  \  —  h. 

n=-|-oo 

Falls  h  =  Q  ist,  so  ist  der  Grenzwerth  der  in  Rede  stehenden  Reihe 
die  Zahl  \  selbst.  —  Vermittelst  der  soeben  abgeleiteten  Formel  kann 
man  die  Grenzwerthe  mancher  Reihen  finden.     Setzt  man  z.  B. 


+  1' 


1)  Der  Wichtigkeit  der  geometrischen  Reihe  wegen  haben  wir  hier  nach 
dem  Vorgange  von  B.  Bolzano  (Der  binomische  Lehrsatz  1816  §  12)  den  Beweis 
des  auf  S.  186  erwähnten  Satzes,  dass,  wenn  0<ic<l  ist,  x"^^  bei  limw  =  +  ':^ 
den  Grenzwerth  0  hat,  vollständig  wiederholt.  —  üeber  ein  älteres  Verfahren, 
den  Grenzwerth  der  geometrischen  Reihe  zu  ermitteln,  vgl.  S.  234. 

16* 
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so  ergiebt  sich 

2      '     2  ■  3  "•     3  •  4  "T"  '     w  (nH- 1)     '     *      • 

Die  Reihe  (3)  divergirt  zufolge  der  obigen  Formel  für  s^,  wenn 
h^  bei  lim  n=  -\-  (x  entweder  einen  unendlichen  oder  gar  keinen 
Grenzwerth  besitzt. 

3)  Für  die  Reihe 

d.  i. 

(4)  j^_6^  +  6^_6^  +  6^ 

ist 

und  überhaupt 

Hat  h^  bei  lim  =  -f-  oo  einen  endlichen  Grenzwerth  &  ^  0,  so  schwankt 
die  Reihe  (4)  bei  lim  n  ==  -\-  csd  zwischen  h^  —  h  und  &(,;  hat  6^  bei 
]c  =  -\-  oo  den  Grenzwerth  +  oo,  so  schwankt  sie  zwischen  ^  cx) 
und  hf).  —  Nur  wenn 

lim  h  =  0 

ist^  so  convergirt  die  Reihe  (4)  und  zwar  zum   Grenzwerthe  h^. 

2.  Die  zur  Convergenz  einer  unendlichen  Reihe  nothwendige  und 
hinreichende  Bedingung.^) 

Lässt  sich  die  Partialsumme  s^  der  unendlichen  Reihe  ö^o  +  ^i  H 

nicht  in  geschlossener  Form  darstellen,  so  kann  man  das  in  Nr.  1 
benutzte  Verfahren  nicht  anwenden,  um  über  die  Convergenz  oder 
Divergenz  derselben  zu  entscheiden.  Man  muss  dann  auf  den  allge- 
meinen Satz  in  VII.  13  über  die  Existenz  eines  endlichen  Grenz- 
werthes  zurückgreifen. 

Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung,  dass  die 
Reihe  «q  -(-  a^  +  a^  +  "  •  convergent  sei,  besteht  darin,  dass 
zu  jeder  positiven  Zahl  £  eine  positive  Zahl  ^  in  der  Art 
gehört,  dass  wenn  w  >  /i, 

(5)  \an  +  i  +  Cln  +  2  H \-a„  +  r\<^ 

ist,  was  für  eine  natürliche  Zahl  r  auch  sein  mag.     Demnach 

darf  r  sowohl  jede  bestimmte,  als  von  n  abhängige  natürliche  Zahl  sein. 

Denn   dazu,   dass   5„   bei   lim  n  =  -\-  <X)   einen   endlichen   Grenz- 


1)  B.  Bolz  an 0  (Rein  analytischer  Beweis  des  Lehrsatzes  u.  s.  w.  1817  §  7); 
Cauchy  (Oeuvres  II.  sär.  IV  p.  116,  VII  p.  267);  Abel  (Oeuvres  I  p.  221,  II 
p.  197).  Näheres  bei  Pringsheim  (Encyklopädie  d.  math.  W.  I.  S.  78  und 
Ber.  der  Münchner  Aead.  1897.  S.  327). 
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werth  hat,  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  zu  jeder  Zahl  £  >  0 
eine  andere  fi  >  0  so  gehört,  dass  für  jedes  n>  ^ 

;.st,  wobei  r  alle  Werthe  1,  2  •  •  •  annehmen  kann.     Es  ist  aber 

Aus  (5)  folgt  für  r  =  1 

venn  nur  n  >  ft.     D.  i. 

lim  a„  =  0. 

n 

Zur  Convergenz  von  «o  +  ^i  +  ^2  +  ' "  ist  nothwendig, 
jedoch  nicht  hinreichend,  dass  das  allgemeine  Glied  der 
Reihe  a„  bei  lim  w  =  -f-  00  den  Grenzwerth  Null  hat.  Das  Zu- 
treffen der  Bedingung  lim  a^  =  0  bei  lim  n  =  -{-  00  ist  indess  zur 
Convergenz  der  Reihe  (1)  nicht  hinreichend,  wie  einfache  Beispiele 
zeigen.     Wir  werden  in  Nr.  4  sehen,  dass  die  harmonische  Reihe 


divergirt. 


i+-^  +  l-  +  --  +  H 


3.  Allgemeine  Sätze  über  die  unendlicheii  Reihen.  —  Der  Kürze 
wegen  mögen  als  gleichartig  bezeichnet  werden  Reihen,  die  convergent 
sind,  solche  die  denselben  unendlichen  und  solche  die  gar  keinen 
Grenzwerth  haben. 

1)  „Ist 

«„  =  &„        («  =  0,1,2...), 
SO  sind  gleichartig  die  Reihen 

(6)  ^^0  +  %  +  «2  •  •  •;      ^0  +  ^1  +  ^2  H — •" 

Denn  setzt  man 

K  +  h  +  h  +  -"  +  K-tn, 

SO  ist 

„Convergirt   insbesondere   die   erste   der  Reihen,  so  auch   die  zweite 
und  beide  haben  denselben  Grenzwerth." 

2)  „Ist  in  den  convergenten  Reihen  (6)  a„  ^  h„,  jedoch  nicht 
durchaus  a^  =  h„,  so  ist  a^h,  unter  h  lim  ^^  bei  n=-{-oc  ver- 
standen." —  Wenn  nämlich  dm^^m)  ^o  hat  man  für  n  ^  w 

also 

d.  1. 

a>h. 
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3)  „Die  Reihe  %  ~\~  ^i  ~\~  ' "  ^^^  j®^®  Reihe,  die  aus  ihr  durch 
Weglassung  einer  endlichen  Anzahl  von  Gliedern,  deren  Summe  5 
sei,  hervorgeht,  sind  gleichartig.  —  Convergirt  die  erstere,  so  auch 
die  letztere,  und  umgekehrt.  Bedeuten  a,  a  ihre  Grenzvrerthe,  so  ist 
a  =  a  -\-  s.  Lässt  man  insbesondere  die  (m  +  1)  Anfangsglieder 
üq,  a^  ••'  a^  weg,  so  erhält  man  die  Reihe 

deren  Grenzwerth  r^  ein  Rest  der  Reihe  heisst.     Dabei  hat  man 

^*  =  ^n  +  ^m- 

Auch  ist  lim  r^  =  0  bei  lim  m  =  -j-  '^•^ 
Setzt  man  nämlich 

SO  ist 

und  wenn  bei  lim  p  =  -\-  <x> 

lii^  5^  +  p  =  ^y 
SO  hat  man 

r^  =  lim  r„,^^  =  a  —  5^. 

Und  umgekehrt,  wenn  bei  lim  p  =  -\-  (Xi  r^^^^  den  endlichen  Grenz- 
werth r^j  hat,  so  ist 

lim  s,„^.^  =  5„,  +  r,„. 

Dass  zu  jeder  Zahl  £  >  0  eine  Zahl  ^  >  0  gehört,  derart,  dass  für 
m  >  ^ 

ist,  wird  so  gezeigt.  Ist  0  <  £'  <  £,  so  hat  man  nach  (5),  wenn  nur 
m  grösser  als  eine  gewisse  Zahl  ii'  ist, 

I  «m  +  l   +  ö^m  +  2   H h  «,„+^  I  <  ^'• 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  den  Grenzübergang  lim  p  =  -\-  oo  nach 
dem  2.  Satze  auf  S.  152,  dass  |r^|  <  f',  also  <  £  ist. 

Zufolge  dieses  Satzes  kann  eine  Reihe,  welche  nur  Glieder  mit 
einem  Zeichen  in  unbegrenzter  Anzahl  enthält,  auf  eine  solche  zurück- 
geführt werden,  welche  nur  Glieder  mit  diesem  Zeichen  enthält. 

4)  Eine  convergente  Reihe  «o  +  ^i  +  ^aH i^*  unbedingt 

associativ^)  d.  h.  leitet  man  aus  ihr  eine  neue  dadurch  ab,  dass 
man  ihre  Glieder  in  der  angegebenen  Ordnung  gruppenweise  ver- 
einigt und  die  so  erhaltenen  Summen   in  der  Reihenfolge  belässt,  in 

1)  Der  Satz  ist  ein  besonderer  Fall  eines  Satzes  über  eine  beliebige  un- 
endliche Reihe  (vgl.  Hocevar,  Monatshefte  f.  Math.  V.  S.  30),  welcher  selbst 
wieder  in  einem  Satze  von  Peano  enthalten  ist  (vgl.  a.  a.  0.  VI.  S.  204). 
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welcher  sie  entstanden  sind,  so  ist  auch  die  neue  Reihe  convergent 
und  hat  denselben  Grenzwerth  wie  die  gegebene.     Man  setze  also 

«0  +  ^1  H \-^m,=  A 

(7)  ^n»i  +  l   +  ^rn^  +  2  H +  ^m,   =  A 

Ä,  +  Ä,  +  ---  +  Ä,  =  S„, 
so  ist 

lim  S„  =  lim  s„ 
bei  lim  n  =  -\-  oc^  da 

Sind  umgekehrt  die  Glieder  der  convergenten  Reihe  ^^  -j-  ^g  H 

algebraische  Summen  wie  in  (7)  und  man  lässt  die  Klammern  weg,  so 

dass  man  die  Reihe  <^o  ~l~  ^i  ~f"  ^2  H erhält,  so  braucht  die  letztere 

nicht  zu  convergiren.  ^)     So   ist   die  Reihe   (1)q  —  ^1)  +  (^1  —  ^2)  ~\ 

in  Nr.  1  convergent,  wenn  bei  lim  n  =  -\-  00  lim  h^  endlich  ist-,  die 
Reihe  (4): 

^0  —  ^1  +  ^1  —  ^2  +  ^2 

aber  nur  dann,  wenn  lim  &„  =  0.  —  Ist  aber  die  neue  Reihe 
^0  +  ^1  +  ^2  ■ "  convergent,  so  hat  sie  nach  obigem  Satze  denselben 
Grenzwerth  wie  Ä^  -\-  Ä^  -{-  ■  • -. 

Das  Weglassen  der  Klammem  in  Ä^  -\-  Ä2  -\-  •  --  ist  stets  ge- 
stattet, falls  bei  lim  n  =  -{-  (x>  lim  a^  =  0  und  die  Anzahl  der  in 
A^{n  =  1,  2  •  •  •)  stehenden  Glieder  eine  von  n  unabhängige  Zahl  g 
nicht  überschreitet.  —  Denn  unter  dieser  Voraussetzung  convergirt 
die  Reihe  a^^ -\- a^ -\- -- - .  Ist  nämlich  ]im.  S^  =  A,  so  existirt  eine 
Zahl  |Lt  >  0,  so  dass  |  /S^„  —  A\<i  £  und  |  a„  |  <  «  für  w  >  ^.  Demnach 
folgt  aus  der  Gleichung  s^  —  A  ^{s^ —  5J  +  {S^  —  A),  dass 

\s^  —  A\<qe 

ist,  wenn  nur  p^m^^,  unter  n  irgend  eine  ganze  Zahl  >ft  verstanden. 

5)  „Ist  k  eine  von  Null  verschiedene  Constante,  so  sind  die  Reihen 

«0  +  «1  +  0^2  H >       ^"^0  +  ^^1  +  ^ci2-i 

gleichartig.  —  Convergirt  die  erstere  und  zwar  zum  Grenzwerthe  a, 
so  convergirt  die  letztere  zum  Grenzwerthe  ka.'^ 

6)  „Convergiren  zwei  Reihen  wie  (6),  so  convergirt  auch  die  Reihe 

(«0  +  6«)  +  K  ±  &.)  +  ■■•  +  K  ±  6„)  +  ••• 

und  zwar  ist  ihr  Grenzwerth  a  +  &,  wobei  gesetzt  ist 
lim  s^  =  a,         lim  t^  =  h.'^ 

1)  M.  Stern,  Algebr.  Analysis  1860  S.  63. 
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Denn  es  ist 

(a,  ±  &o)  +  K   ±  2>l)  H h  K  ±  hj  =  Sn±  tn- 

Daraus  folgt,  dass  wenn  eine  der  beiden  Reihen  (6)  divergirt, 
die  andere  convergirt,  die  Reihe 

(«„±6„)  +  K  +  &i)  +  --- 

divergiren  muss. 

Und  weiter  ergiebt  sich  aus  dem  Satze  unmittelbar,  dass  er  auf 
jede  endliche  Anzahl  von  convergenten  unendlichen  Reihen  aus- 
gedehnt werden  kann. 

In  älterer  Zeit  wurde  der  Grenzwerth  der  geometrischen  Reihe  häufig 
in  folgender  Art  ermittelt.     Man  sagte:  „Es  sei 

1  -\-  X  -\-  X^  -\-  "  '  =  s. 

Dann  ist 

X  -\-  X^  -\-  '••  ==  xs^ 
also  ist 

l  =  (l—x)s     und     s  =  1  :  (l  — ic)." 

Zufolge  der  vorstehenden  Sätze  5)  und  6)  ist  dieser  Schluss  richtig,  wenn 
X  so  gewählt  ist,  dass  die  unendliche  geometrische  Reihe  convergirt.  Er 
kann  also  erst  angewendet  werden,  nachdem  die  Untersuchung  auf  S.  228 
oder  eine  ähnliche  nach  Nr.  2  gemacht  ist.  Unlogisch  wäre  es  aber, 
denselben  auf  solche  Werthe  von  ic,  wofür  die  genannte  Reihe  divergirt, 
auszudehnen,  weil  dann  der  Ausdruck  1  -\-  x  -\-  x^  -\-  -- -  keine  Zahl  ist. 
Die  Formel  von  Guido  Grandi  (vgl.  M.  Cantor,  Gesch.  d.  Math.  III. 
S.  351),  welche  man  aus  der  vorstehenden  für  x  =  —  1   erhält,  d.  i. 

i-i  +  i-i  +  ---  =  %, 

hat  demnach  keinen  Sinn. 

4.  Reihen  mit  positiven  Gliedern.  —  Wir  wenden  uns  nun  zu 
solchen  unendlichen  Reihen,  die  nur  gleichbezeichnete  Glieder  ent- 
halten, wobei  es  zufolge  des  5.  Satzes  der  vorigen  Nr.  genügt,  anzu- 
nehmen, dass  alle  Glieder  positiv  sind. 

Satz.  Wenn  die  Reihe  % -\- d^ -\- cl^ -\- • "  nur  positive 
Glieder  enthält,  so  hat  sie  entweder  einen  positiven  end- 
lichen Grenzwerth  a  oder  den  Grenzwerth  -|-oo.  Im  ersteren 
Falle  hat  man  noch  a  >  s„ . 

Denn  jetzt  ist,  falls  ^^1,  5„^^>s„,  so  dass  hier  unmittelbar 
der  letzte  Satz  in  VII.  14  angewendet  werden  kann.  Die  Reihe 
^0  4"  ^1  ~l~  ^2  "H  " '  convergirt  also  immer,  wenn  eine  positive 
Zahl  B  existirt,  so  dass  für  jeden  Werth  von  n  s„  <i  B.  Und 
umgekehrt:  Convergirt  die  genannte  Reihe,  so  muss  eine  Zahl  jB>0 
existiren,  so  dass  die  Summe  von  beliebigen  unter  den  Gliedern 
%)  «1,  •  •  •  unter  B  liegt  —  ein  Satz,  der  nicht  für  jede  convergente 
Reihe  gilt. 
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Beispiel.     Die  harmonische  Reihe 

(8)  l  +  |  +  |  +  -  +  ^  +  - 

ist  divergent,  hat  also  den  Grenzwerth  4-^^- 

Man  beweist  diesen  Satz  durch  die  Bemerkung,  dass  (h  ^  2) 

i_         .    _J__  J_  ...  4_  _J_  4-  ±  >  2^2*2^  _  1  ^ 

2*-l+  1   ^2^-^  +  2  ^  ^2*-1^2*  2*  2 

Demnach  ist,  wenn  n  >  2*, 

i  +  i  +  --  +  ^>i  +  ^+-i-  =  n-|- 

es  kann  somit  5„  hier  grösser  werden,  als  jede  positive  Zahl. 

Es  giebt  kein  allgemeines  Verfahren,  nach  welchem  entschieden 
werden  könnte,  ob  eine  beliebig  vorgelegte  Reihe  aus  positiven 
Gliedern  convergent  oder  divergent  ist.  Man  sucht  die  Lösung  der 
Frage  häufig  durch  Vergleichung  der  vorgelegten  Reihe  mit  anderen, 
deren  Verhalten  bereits  bekannt  ist,  herbeizuführen.  Hierzu  dienen 
die  folgenden  einfachen  Sätze,  die  vermöge  des  besonderen,  in  dem 
Eingangs  erwähnten  Satze  ausgesprochenen  Charakters  der  Reihen 
mit  positiven  Gliedern  immer  paarweise  auftreten. 

Es  seien 

«0  +  «1   +  «2   H ,      ^0  +   ^1   +  ^2   H 

Reihen  mit  positiven   Gliedern.     Ihre   Grenzwerthe,   wenn   sie  con- 
vergiren,  werden  mit  a,  h  bezeichnet. 

1)  „Ist  % -\-  a^ -\-  a^  -\-  " '  convergent  und  von  einem  bestimmten 
Werthe  von  n  (m)  an  6„^;^a„^^,  wo  h  l  wie  stets  im  Folgenden 
constante  ganze  Zahlen  mit  Einschluss  der  0  bedeuten,  so  convergirt 
auch  die  Reihe 

6o  + 61  +  62 +  ■■■•" 

„Ist  aber  die  erstere  Reihe  divergent  und  für 

so  divergirt  auch  die  letztere  Reihe." 
Im  ersten  Falle  hat  man  nämlich 

^m  +  l  ~r  ^m  +  i  +  1   +  •  •  •  +  \^l  ^  f^m  +  k     V    ^m  +  k  +  1  H~  '  *  *  +  ^hi  +  k 

oder 

-  *'n  +  l  ^rn  +  l-l'^  ^n  +  k  ^m  +  k-l> 

also 

tn  +  l  <  ö^  +  ^m  +  l-l  ^m  +  k-ll 

somit  convergirt  h^  -{-  h^  -\-  h^  -] •     Im  zweiten  Falle  ist 

*u  +  i  2!  S^  +  i  4"  tm  +  l-l  ^m  +  k-l'') 

also  wegen  lim  s„  =  -f-  00  bei  lim  w  =  +  00  auch  lim  ^„  =  -[-  00. 
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2)  ^Jst  f'o  +  %  +  •  •  •  convergent  und  für  alle  n>m 


^n  +  t  +  l  <^   ^7^  +  ;fc  +  l 

K^i    ^     %  +  k    ' 


so  convergirt  auch  die  Reihe  &o  +  ^i  -{-•••■" 

,Jst  die  erstere  Reihe  divergent  und  für  alle  n>m 


n  +  lj-l  -^   %  +  k  +  l 
^n  +  l  %  +  k 


SO  divergirt  auch  die  Reihe  h^ -\- \  -{-    -  ■ /' 

Um  den  ersten  Satz  zu  zeigen,  bemerke  man,  dass  wenn  w  >  m, 

'^m  +  l  +  l  ^  ^m  +  fe  +  1         ^m  +  ;  +  2  ^  ^m  +  A  +  2  ^w  +  ?      ^      %  +  Ä: 

somit 


'm  +  ?  ^m  +  Ä  ^m  +  ;  +  l  ^m  +  Ä  +  l  ^n  +  J-1  ^n  +  Ä-1 


*^^„^    d.i.    6„,,^^^a„^,.  (9) 


Nun  convergirt  die  Reihe  a^^.;fc+i  +0^,^4.^+2  +  •••*,  folglich  nach  dem 
5.  Satze  in  Nr.  3  auch 

^rn  +  l  I      ^m  +  l  _i_  .  .  . . 

_  ^m  +  k  +  1     I      _  "'/ft  +  it  +  2   n^  5 

'^TW  +  i  'Vt  +  i- 

und  zufolge  des  vorstehenden  Satzes  1)  die  Reihe 

^m  +  l  +  l     \     f^m  +  l  +  2  ~r  "'j 

somit  convergirt  auch  &o  +  ^1  +  ^2  +  '  * "  • 

Der  zweite  Satz  folgt  auf  ähnliche  Weise  durch  die  Bemerkung 

&»+>^J^««+.-  (10) 

"'m  +  k 

Anwendung.^)  „Es  sei  a^y  %,  a^  •••  a^  •••  eine  Folge  positiver 
Zahlen,  wofür  ^^"^^  (cCn+k+i- ^n+k)^)  ^®i  lim  w  =  +  c»  existirt.  Ist 
dieser  Grenzwerth  kleiner  als  1  (Null  eingeschlossen),  so  nehmen  die 
a„  von  einem  bestimmten  Werthe  von  n  an  mit  wachsendem  Index 
beständig  ab  und  es  ist  lim  a^  =  0.  Die  Reihe  % -\-  a^  -\-  •  -  •  ist 
convergent."  «=+« 

„Wenn  aber  der  genannte  Grenzwerth  grösser  als  1  ist  (+00  ein- 
geschlossen), so  nehmen  die  a^  von  einem  bestimmten  Werthe  von  n 
an  mit  dem  Index  beständig  zu  und  es  ist  lim  a^  =  -j-oo.  Die  Reihe 
^0  4"  ^1  +  ^2  •  •  *  ist  divergent."  «=+<» 

Es  sei  zunächst         ...  . 

^^^((^n  +  k  +  l'O'n  +  k) 

1)  Cauchy,  Cours  d' Analyse  S.  134. 

2)  Wenn  lim  (a„  +  i  :  a„)  vorhanden  ist,  so  ist  lim  (a„^*  +  i  :  «„4.*)  ihm  gleich. 
Wir  hätten  uns  also  auf  den  erstem  beschränken  können;  da  es  jedoch  in  der 
Praxis  oft  bequemer  ist,  den  Quotienten  a„^;r.^i  :  «„4.*  bei  von  Null  verschie- 
denem k  zu  bilden,  so  haben  w^ir  ihn  stehen  lassen. 
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eine  endliche  Zahl  L    Dann  gehört  zu  jeder  Zahl  £  >  0  ein  Index  m, 
so  dass  für  n  >  m 

Ist  A  <  1 ,  so  nehme  man  £  <  1  —  A  an,  so  dass  A  +  *  <  1  ist. 
Durch  Multiplication  der  Ungleichungen 


a 


<  A  +  £,  ::«±*+^  <  A  +  £ ^*  -  <  A  +  £ 


>«+* 


findet  man,  dass  für  w  >  m 

«n  +  *<«m  +  *(^  +  *)"-"•, 

also  bei  lim  n  =  -\-oo  lim  a„  =  0  ist.  Die  Reihe  «o  "f"  ^i  "f"  '  *  *  ^^^' 
vergirt  nach  Satz  2),  da  die  geometrische  Reihe 

l  +  (A  +  .)  +  a  +  £)^+--- 

convergirt.  —  Ist  A>1,  so  nehme  man  £<A  —  1,  so  dass  A  —  £>1. 
Dann  findet  man  durch  Multiplication  der  Ungleichungen 

«^■H^  +  l  >>  A  -  f,     -"^  +  *  +  ^>A  — £     •■•     --«+1->A  — 6, 
"m  +  Jfc  "m  +  i  +  1  ^n  +  Ä-1 

dass  für  w  >  m  / ,        n«   ™ 

also  , . 

lim  a„  =  +  (X), 

n  =  -)-oo 

ist,  woraus  die  Divergenz  der  Reihe  «o  ~l~  ^i  ~t"  * "  unmittelbar  her- 
vorgeht. —  Falls 

lim(a„^,^i:a„+,)  =  +  oo 

n=-f-<» 

ist,  so  denke  man  sich  A  —  e  durch  irgend  welche  positive  Zahl  y, 
grösser  als  1,  ersetzt,  wodurch  das  Ergebniss  nicht  geändert  wird. 
(Als  Beispiele  vgl.  die  Potenzreihen  in  Nr.  14,  15,  18.) 

3)  Ist  die  Reihe  % -{-  ci-^ -\-  ci2  ~\~  " '  convergent  und  sind 
yo)  ?if  ^2  "•  7n  positive  Zahlen,  die  sämmtlich  unter  einer  positiven 
Zahl  C  liegen,  so  convergirt  auch  die  Reihe 

«on  +  ö^in  +  «2r2H — •" 

„Ist  die  Reihe  a^  +  <^i  +  ^^2  +  "  ■  divergent  und  sind  y^j  y^, 
Ti  ' "  Yn  positive  Zahlen,  die  sämmtlich  über  einer  positiven  Zahl  C 
liegen,  so  divergirt  auch  die  Reihe 

%7o  +  «^1^1  +  «2/2  H •" 

Der  erste  Theil  folgt  daraus,  dass  wenn  0  <  ^^  <  C, 

«0^0  +  «in  H h  «„7„  <  Cs^  <  Ca ; 

der  zweite  daraus,  dass  wenn  y^  >  C, 
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5.  Sätze  über  die  Reilien  mit  positiven  Gliedern. 

1)  „Hebt  man  aus  den  Gliedern  der  convergenten  unendlichen  Reihe 

a  =  ao  +  %  +  «2  H (1) 

eine  unendliche  Folge  von  Gliedern 

%^  %  •  •  •  %.  •  •  •  (1*) 

heraus,  so  bilden  dieselben  eine  convergente  Reihe.  Ihr  Grenzwerth 
a'  ist  kleiner  als  a." 

Man  hat  %^  +  ö5^.  _[_...  _|_  a^^  <  a ;  also  convergirt  die  heraus- 
gehobene Reihe.  Bezeichnet  nun  a^  irgend  ein  Glied  der  Reihe  (1), 
das  in  der  Folge  (1*)  nicht  vorkommt,  so  besteht  auch  die  Beziehung 

%o  H h  %,  +  ai<a. 

Hieraus  ergiebt  sich  durch  den  Grenzübergang  lim  n  =  -\-<x> 
a'  +  a^  <  a,     folglich  ist     a'  <  a. 

2)  „Sind  die  Glieder  einer  convergenten  Reihe 

Ä  =  A,  +  Ä,  +  ---A„  +  --- 
selbst  Summen  aus  positiven  Zahlen: 

A  =  «[,"'  + «?'  +  ■■■  +  <>      ('»  =  0,1...), 
so    convergirt    auch    die   Reihe,   die   bei   Weglassung  der  Klammern 
erscheint: 

(^0  -\-  (f'i  -r  •  •  •  -r  ^A-„  -h  0^0   -\-  •  •  •  -f-  ch^  ■+"•••? 
und   hat   daher   nach    dem    4.   Satze   in   Nr.  3    ebenfalls   den    Grenz- 
werth A" 

Denn  wie  viele  Glieder  auch  aus  dieser  Reihe  addirt  werden,  so 
ist  ihre  Summe  kleiner  als  Ä. 

3)  Jede  convergente  Reihe  aus  positiven  Gliedern  ist 
commutativ,  d.  h.:  Bringt  man  ihre  Glieder  in  irgend  eine  andere 
Anordnung,  so  convergirt  die  neue  Reihe  und  hat  denselben  Grenz- 
werth wie  die  ursprüngliche.^) 

Es  seien  '    .      '    i      '    i  /o\ 

die  Glieder  von  (1)  in  irgend  einer  anderen  Anordnung  d.  h.  es  soll 
in  dieser  Reihe  jedes  Glied  von  (1)  stehen  und  umgekehrt  jedes  Glied 
von  (2)  in  der  Reihe  (1).     Setzt  man 

«0  +  «1   +  «2   +   •  •  •   +  «n  =  Sn  , 

SO  folgt  unmittelbar  dass  Sn  <  a;  also  convergirt  die  Reihe  (2)  und 
zwar  sei  a'  ihr  Grenzwerth.  Und  man  weiss,  zu  jeder  Zahl  £>0 
gehört  eine  Zahl  ft  >  0,  derart  dass  für  w  >  |Lt 

lind  0  <  <^i  +  <^2  H h  <+,  <  f. 

1)  Beweis  nach  W.  Scheibner,  Ueber  unendliche  Reihen  1860  S.  11. 
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Betrachtet  man  nun  zwei  Partialsummen  s„,  5^,  so  werden  sie  einige 
Glieder  gemein  haben,  deren  Summe  (?„  sei.     Man  findet  also 

Sn  =  ^n  +  Qn        K  =  ^n  +  Qn  >^ 

wobei  die  in  q^^  vereinigten  Glieder  im  Reste  a^^^^  +  •'•?  die  in  q^ 
im  Reste  ci„^i-\-'--  vorkommen  müssen.  Somit  ergiebt  sich  aus 
den  Beziehungen  (3),  dass  für  alle  w  >  ft 

ist.     Bildet  man  endlich  die  Differenz 

und  bemerkt,  dass  ihr  absoluter  Betrag  kleiner  als  die  grössere  der 
Zahlen  (>„,  q^  ist,  so  erkennt  man,  dass  wenn  w>ft  ist,  |  5^  —  s„  |  <  £ 

ist.     Somit  ist  lim  (5^  —  O  =  ^  d-  ^-  ^  ""^  ^^ 

«=+00 

Einfacher  ist  es  zu  zeigen,  dass  wenn  (1)  divergirt,  auch  (2) 
divergiren  muss. 

4)  „Vertheilt  man  die  Glieder  von  (1)  in  eine  endliche  Anzahl 
von  unendlichen  Reihen 

^(0)^^(0)_|_^(0)_j_... 

<)  +  <)  +  <)  +  ... 


so  ist  jede  derselben  convergent  und  die  Summe  ihrer  Grenzwerthe 
gleich  dem  Grenzwerthe  a  von  (1)."  [Befinden  sich  unter  den 
(m  +  1)  Partialreihen,  in  welche  die  Glieder  von  (1)  vertheilt  sind, 
auch  endliche,  so  ist  die  Summe  zu  bilden  aus  den  Summen  der  end- 
lichen und  den  Grenzwerthen  der  unendlichen  Partialreihen.] 

Der  Satz  folgt  aus  dem  6.  Satze  in  Nr.  3  und  den  soeben  be- 
wiesenen Sätzen  unmittelbar.  —  Eine  andere  Frage  ist,  ob  der  Satz  4) 
auch  noch  gilt,  wenn  man  die  Glieder  von  (1)  in  eine  unendliche 
Anzahl  von  Reihen  vertheilt,  was  z.  B.  dadurch  geschehen  kann,  dass 
man  in  die  erste  Reihe  a^j  a^  und  die  Glieder  mit  geradem  Index 
setzt,  in  die  zweite  die  Glieder  des  Restes,  deren  Index  durch  3  th  eil- 
bar ist,  in  die  dritte  die  Glieder  des  nunmehrigen  Restes,  deren  Index 
durch  5  theilbar  ist  u.  s.  f.  Mittelst  des  folgenden  Hilfssatzes  lässt 
sich  jedoch  nachweisen,  dass  der  4.  Satz  auch  jetzt  noch  besteht. 

6.  Hilfssatz  (vgl.  Nr.  11).  „Convergirt  jede  der  in  unbegrenzter 
Anzahl  vorgelegten  unendlichen  Reihen 

<'  +  <'  + 4°' +  •■•  +  <>  + ■•• 
<' +  «i«  +  4'>  + •■•  +  <'  + ••• 
«i^'  +  of +  <  +  •••  +  <>  +  •••  (4) 
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deren  Glieder  entweder  positiv  oder  Null  sind,  und  zwar  be- 
züglich zu  den  Grenzwerthen  a^^\  a^'^\  a^^^  •••  «("*)  "sO  convergirt 
ferner  die  unendliche  Reihe 

aW  +  a(i)  +  «(2)  _^ ^  ^(m)  ^  . . .  (5) 

und  zwar  zum  Grenzwerthe  a,  so  convergirt  auch  die  Reihe 

am  +  am  +  am  +  ...  +  „w  +  „(«-D  +  . . .  +  „(1)^  +  „(0)  +  . . ,  (6) 

worin  die  Glieder  dj^'^  so  angeordnet  sind,  dass  die  Summe  m  -\-  n 
beim  Fortschreiten  von  links  nach  rechts  nicht  abnimmt,  und  zwar 
ebenfalls  zum  Grenzwerthe  a.  —  Und  umgekehrt:  Convergirt  die 
unendliche  Reihe  (6)  und  zwar  zum  Grenzwerthe  a,  so  convergirt 
jede  Reihe  des  Schemas  (4),  und  die  aus  ihren  Grenzwerthen  gebil- 
dete Reihe  (5)  convergirt  ebenfalls  und  zwar  zum  Grenzwerthe  a." 
Beweis.  1.  Theil.  Greift  man  aus  der  Reihe  (6)  eine  endliche 
Anzahl  von  Gliedern  heraus,  so  wird  der  obere  Stellenzeiger  einen 
höchsten  Werth  besitzen,  den  wir  mit  m  bezeichnen.  Dann  kann 
die  Summe  jener  Glieder  den  Werth 

nicht  überschreiten,  sie  ist  mithin  kleiner  als  a.  Somit  convergirt 
die  Reihe  (6).  —  Setzt  man  nun 

4»)  +  „(»-«  +  . . .  +  «(«-•)  + . . .  +  „(0)  _  a^^ 

SO  convergirt  nach  dem  4.  Satze  in  Nr.  3  auch  die  unendliche  Reihe 

<^o  +  rfi  +  ---  +  rf„  +  ---  (6*) 

und  zwar  hat  sie  den  nämlichen  Grenzwerth  a\  wie  die  Reihe  (6). 
Daher  ist  auch 


Es  sei  ferner 


QO 

lim  ^pd^^^  =  0. 


(6**) 


a(0)+ft(i)_j ^aW=s(«)-, 

so  ist  leicht  ersichtlich,  dass 

sW  =  v,  +  r„,  (7) 

worin  r^  die  unendliche  Reihe  mit  den  Gliedern 

«<»'  +  «jr+i"  +  •■■  +  «lr+;'  +  •■•  +  »i?v»     (p  =  i,  2  ..•) 

bedeutet.     Da  dieselben    bezw.  nicht   grösser    sind   als    die   Summen 
^n+i,  (i>  =  1;  2  •  • .),  so  folgt,  dass 

1)  Enthält  eine  von  den  Zahlen  des  Schemas  (4)  nur  eine  endliche  Anzahl 
von  positiven  Zahlen,  so  versteht  man  unter  dem  bezüglichen  a('«)  natürlich  die 
Summe  derselben. 
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'■„<'?„+i  +  '^„+2  +  '--,  (8) 

mithin  vermöge  der  Formel  (6**)  lim  r^  =  0   für  lim  n  =  -]-  oo  ist. 
Somit  ist 

lim  (s(«)  —  vj  =  0 
d.  i. 

a'  =  lim  v^  =  lim  s^")  =  a. 

M  =  -j-oo  n  =  -|-* 

2.  Theil.  Aus  der  Convergenz  der  Reihe  (6)  folgt  unmittelbar 
die  der  Reihe  (6*)  (Satz  4)  in  Nr.  3)  und  nach  dem  1.  in  Nr.  5  die 
der  Reihen 

<')  +  4"')  +  <^)  H (m  =  0,  1,  2  .  •  •).  (8*) 

Dabei  ist  der  Grenzwerth  der  Reihe  (6*)  ebenfalls  a. 

Bezeichnet  man  die  Grenzwerthe  der  Reihen  (8*),  wie  oben,  mit 
a(»')  (ni  =  0,  1  ■  ■  •),  so  ist  in  (7)  vermöge  der  Relation  (8) 

lim  r^  =  0     bei     lim  n  =^  -\-  oo, 
also 

lim  s^"^  =  lim  v^  =  a. 

■)l  =-\-CC  M  =  -f-  CO 

Zusatz.  Mit  Hilfe  beider  Theile  des  vorstehenden  Satzes  folgt 
der  Doppelreihensatz  von  Cauchy  (vgl.  S.  252  Note  3)): 

,,Unter  den  über  Schema  (4)  bestehenden  Voraussetzungen  con- 
vergirt  jede  der  Verticalreihen  desselben 

«?'  +  <'  +  ««  +  •••         (n  =  0,1,2  ■:)■ 

die  aus  ihren  Grenz werthen  a^,  a^,  a^  •••  gebildete  Reihe  convergirt 
ebenfalls,  und  zwar  ist  ihr  Grenzwerth  die  Zahl  a." 

Wir  brauchen  nur  das  Schema  (4)  um  die  Hauptdiagonale  um- 
zulegen, d.  i.  in  folgendes 

<>  +  <'  +  <>  +  ••■ 

<)  +  aS^i)  +  a<2)  +  • .  • 
<)  +  <)  +  <)  +  ••• 


ZU  verwandeln,  wobei  die  Reihe  (6)  ungeändert  bleibt.  Vermöge  des 
ersten  Theiles  des  Hilfssatzes  convergirt  sie  und  daher  kann  sein 
zweiter  Theil  auf  das   soeben  erwähnte  Schema  angewendet  werden. 


7.  Weitere  Sätze  über  die  Reilieii  mit  positiven  Gliedern. 
1)  „Es  sei  die  Reihe  mit  positiven  Gliedern 

«0  +  ö^i  +  %  H — 

convergent  und  a  ihr  Grenzwerth.  Vertheilt  man  ihre  Glieder,  ohne 
eines  zu  übergehen,  in  unendlich  viele  Reihen  (4),  so  convergirt  jede 
unendliche  unter  ihnen  und  die  aus  den  Summen  der  endlichen  und 
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den  Grenzwerthen  der  unendlichen  Reihen  des  Schemas  (4)  gebildete 
Reihe  convergirt  ebenfalls  und  zwar  zum  Grenzwerthe  a."^) 

Denn  nach  dem  3.  Satze  in  Nr.  5  convergirt  die  Reihe  (6)  und 
zwar  zum  Grenzwerthe  a.     Das  Uebrige  nach  dem  2.  Theile  in  Nr.  6. 

2)  „Convergiren  die  unendlichen  Reihen 

ö^o  +  %  H h  »«  H — ;    \  +  h-\ \-K-\ — 

und  zwar  bez.  zu  Grenzwerthen  a,  hy  so  convergirt  auch  die  unend- 
liche Reihe  aus  den  Gliedern  a^h^  (m  =  0, 1,2---,  n  =  0yl,2 ••-)  d.  i. 

und  zwar  zum  Grenzwerthe  ah."  ^) 
Setzt  man  in  der  That  in  (4) 

a(f )  ==  aJny 
so  convergiren  nach   dem    5.  Satze  in  Nr.  3   die  horizontalen  Reihen 
bezüglich  zu  den  Grenzwerthen  a^h,  a^h  •••  a^h  •••  und  die  aus  ihnen 
gebildete  Reihe  convergirt  zum  Grenzwerthe  ah. 

Die  hier  bewiesenen  Sätze  zeigen  in  Verbindung  mit  denen  von 
Nr.  3 — 5,  dass  man  den  Grenzwerth  a  einer  convergenten  unendlichen 
Reihe  mit  positiven  Gliedern 

ö^o  +  «1  H — 

als  die  Summe  der  unbegrenzt  vielen  Zahlen  ag,  a^  • --  erklären 
darf.  Er  bleibt  nämlich  ungeändert^  wenn  man  dieselben  in  beliebige 
Aufeinanderfolge  bringt  und  sie  vor  dem  letzten  Grenzübergange 
lim  n  =  -\-  oo  in  Gruppen  von  endlicher  oder  unendlicher  Gliederzahl 
vereinigt.  Auch  bestehen  die  Sätze  1)  und  2)  in  Nr.  3  gerade  wie 
für  Summen  von  endlicher  Gliederzahl. 

Nach  dem  zweiten  Satze  oben  bleibt  auch  die  distributive 
Eigenschaft  des  Productes  zweier  solchen  Summen  erhalten. 
Denn  man  darf,  um  das  Product  ah  zu  bilden,  die  Partialproducte 
a^6„  in  jeder  beliebigen  Ordnung  aneinanderreihen,  weil  der  Grenz- 
werth der  Reihe  (9)  bei  gar  keiner  Umstellung  ihrer  Glieder  sich 
ändert.  Auch  kann  man  nach  dem  ersten  Satze  dieselben  irgendwie 
in  unendliche  Reihen  vertheilen,  diese  summiren  und  schliesslich  die 
Summe  ihrer  Summen  bilden.     Man  drückt  dies  aus  durch  die  Formel 

OO  00 

^ «™  -^ h  =2<^A,      '^l  =  0,  1,  2  .  ■ . 

0  0  m,n 

Sie  lässt  sich  unmittelbar  auf  das  Product  einer  jeden  endlichen 
Anzahl  von  convergenten  Reihen  mit  positiven  Gliedern  ausdehnen 
d.  h.  es  ist 


1)  Nach  Weierstrass  vgl.  Pincherle,  Battaglini  Giorn.  mat.  XVIII.  p.  215. 

2)  Cauchy,  Cours  d'Analyse  p.  141. 
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«>  «>  <»  m\ 


In  der  Tliat  ünden  wir 


m 


p  m,n  p  ni,  n,p  p  > 

SO  dass  das  links  stehende  Product  gleich  ist  der  Summe  aus  allen 
Gliedern  «^^„c  ,  deren  jedes  eben  einmal  und  nur  einmal  in  der 
rechts  stehenden  Reihe  auftritt.     U.  s.  f. 

Von  jetzt  an  dürfen  wir  die  unendlichen  systematischen  Brüche 
und  zwar  sowohl  die  periodischen  (S.  92),  als  auch  die  nicht-periodi- 
schen d.  i.  die  irrationalen  Zahlen  (S.  157)  als  Summen  von  unend- 
lich vielen  rationalen  Zahlen  von  der  Form  c„  :  e"  ansehen.  Dies  er- 
streckt sich  auch  auf  den  Fall,  dass  die  Ganzen  (c^)  eine  negative 
Zahl  sein  sollten.  Denn  die  Sätze  in  Nr.  5 — 7  gelten  überhaupt  für 
convergente  Reihen,  welche  Glieder  von  beiden  Vorzeichen,  jedoch  in 
unendlicher  Anzahl  bloss  Glieder  eines  Zeichens  enthalten.  Fassen 
wir  z.  B.  die  convergenten  Reihen,  in  welchen  neben  positiven  Gliedern 
eine  endliche  Anzahl  von  negativen  vorkommt,  ins  Auge,  so  können 
wir  an  denselben  die  nämlichen  Schlüsse  machen,  wie  in  Nr.  5 — 7 
an  denen,  welche  bloss  aus  positiven  Gliedern  und  etwaigen  Nullen 
bestehen.  Es  bleibt  nämlich  dafür  aufrecht  der  Satz  am  Beginne 
von  Nr.  4  mit  der  einzigen  Abänderung,  dass  jetzt  der  endliche  Grenz- 
werth  a  auch  0  oder  negativ  sein  kann. 

Reihen,  welche  sowohl  positive  als  auch  negative  Glieder 
in  unbegrenzter  Anzahl  enthalten. 
Es  wird  sich  zunächst  darum  handeln,  ob  und  unter  welchen 
Umständen  auch  die  Grenzwerthe  von  convergenten  unendlichen 
Reihen,  welche  sowohl  positive  als  auch  negative  Glieder  in 
unbegrenzter  Anzahl  enthalten,  als  Summen  derselben  betrachtet 
werden  können.  Und  zwar  wollen  wir  zuerst  an  einem  einfachen 
Beispiele  nachweisen,  dass  das  nicht  immer  zulässig  ist. 

8.  Alternirende  Reihen. 

Satz.  ^)     „Die  unendliche  Reihe 

«0  —  «1  +  «2  —  «3  H h  (—  l)"a.  +  •  •  •;  (10) 

worin  a^,  a^  •  •  •  a„  •  •  •  positive  Zahlen  bedeuten,  convergirt,  wenn 
diese   Zahlen    mit    wachsendem   Index    beständig  abnehmen    und    für 

1)  Der  Satz  ron  den  alternirenden  Reihen  geht  auf  Leibniz  zurück  (vgl. 
R.  ReiflF,  Geschichte  d.  unendl.  Reihen  1889  S.  47).  Die  Formulirung  desselben 
i.  T.  nach  Cauchy  1.  c.  p.  144.  Dass  die  Glieder  einer  Reihe  abwechselnd  positiv 

Stolz  u.  Gmeiner,  theoret.  Arithmetik.    II.  17 
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lim  n  =  -\-  (X)  den  Grenzwerth  0  haben.  Der  Grenz werth.  a  der  un- 
endlichen Reihe  (10)  ist  grösser  als  jede  Partialsumme  aus  einer 
geraden,  kleiner  als  jede  aus  einer  ungeraden  Anzahl  von  Gliedern. 
Jeder  Rest  der  Reihe  ist  seinem  absoluten  Betrage  nach  kleiner  als 
sein  erstes  Glied." 
Beweis.     Es  sei 

«„>«„+!      •('»  =  0,  1,2--.) 
und 

lim  a^==  0     bei     lim  n  =  -\-  oo. 
Wir  setzen 

«0   —  «1   +  »2 f-  (—  ^Yctn  =  ^«• 

Da 

^2k'^^  ^2k-l  ~\      ^2k         ^^  ^2k-2  {^2k-l  ^2k)  (Jc  '>  1) 

^24  +  1  =  ^2k  ^2k  +  l  =  ^2k-l   ~\~  \^2k  ^2A  +  l)  " 

so  ergiebt  sich,  dass  s^^.  mit  wachsendem  Ä;  beständig  abnimmt: 
^0  ^  "^2  >  "^4  "  ••  Dabei  ist  aber  s^j^^  0^  da  ^2i-i  >  ^-  Somit  existirt 
ein  endlicher  Grenzwerth 

a  =  lim  s^j.     bei     Ic  =  -\-  oo. 

Es  zeigt  sich  ferner,  dass  «2^+1  ^^  wachsendem  h  beständig  zunimmt: 

während 

^2Ä;  +  l  "^  ^2*  ^  ^0* 

Also  existirt  ein  endlicher  Grenzwerth 

a'  =  lim  s^j^^i     bei     h  =  -\-  (X). 
Nun  ist  a  =  a\  so  dass 

hk>^>hk^i         (^  =  0,  1,  2...)- 
Denn    man    findet    zu    £  >  0    eine    Zahl    ft  >  0,    so    dass    für   Ä  >  ft 

^2k  ^  ^>  ^^^ 

^<hk  —  hk-x<^i 
d.i. 

lim  (sg,  —  .S2,_i)  =  0. 

Setzt  man  endlich 

«  =  ^«  +  >«. 
wo 

SO  folgt  vermöge  des  soeben  bewiesenen  Satzes 
0<(-l)"  +  V„<«„^.. 

und  negativ  sind  und  bei  lim*i  =  -|-oo  den  Grenzwerth  0  haben^  ist  zur  Cuu- 

vergenz  der  Reihe  nicht  ausreichend.     So  divergirt  die  Reihe  (10)  i.  T.,  wenn 

man  setzt  _ 

1      ,    (-1)" 
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Der  Fehler,  den  man  begeht,  wenn  man  s^  anstatt  a  nimmt,  ist 
absolut  genommen  kleiner,  als  das  auf  das  letzte  Glied  in  s„  folgende 
Glied  der  Reihe. 

Beispiele.  ^)     l)  Die  unendliche  Reihe 

onvergirt  und  ihr  Grenzwerth  a  liegt  zwischen  1  —  i  =  i  ^^^ 
1  —  h  -\-  i  "=  i'^)  Bringt  man  die  Glieder  derselben  in  die  folgende 
Anordnung 

^+  3"~¥+  5  +Y"~4~'  i"4Ä;  — 3  +  4Ä;— 1  ~  2k'^  ^^^ 

SO  ist,  wie  wir  jetzt  zeigen  wollen,  auch  diese  unendliche  Reihe  convergent. 
Bezeichnen  wir  die  Summe  der  n  ersten  Glieder  von  (b)  mit  5^  und 
betrachten  zunächst   nur  die   Partialsummen  s^k   und   s^k-i-2-,   so    entstehen 
sie  auch  aus  der  alternirenden  Reihe 

Die  Glieder  derselben  nehmen  bei  wachsendem  Index  beständig  ab  und 
sinken  unter  jede  positive  Zahl;  denn  es  ist 

4Z:  —  3    '    4Ä;  —  1  ^  2^- ^  4Ä:  +  1    '    4Ä;  +  3 

Die  Reihe  (b*)  convergirt  somit  und  ihr  Grenzwerth  a'  ist  grösser  als 
1  +  -J-  —  ^  =  1^-     Zugleich  hat  man 

lim  s^k  =  Ihn  Ssk-\-2  =  (^'    bei    lim  k  =  -\-  oo 
und  wegen 

53i+i  ==  53*  4-  j^qn 

allgemein 

lim  s'fi  =  a\ 

a    ist  also  der  Grenzwerth  der  convergenten  Reihe  (b)  und,  wie  man  sieht, 
grösser   als  a:   es   hat   sich   der   Grenzwerth    der  Reihe  (a)  bei  der 
angegebenen  Versetzung  ihrer  Glieder  geändert. 
Es  ist  leicht  zu  zeigen,  dass  a  =  ^a.  —  Setzt  man 


so  folgt 


2^3  '  n 


1)  Die  Reihen  (b)  und  (d)  führt  Dirichlet  (s.  S.  250)  an.  Die  Ermittelung 
des  Grenzwerthes  der  ersteren  und  ähnlicher  Reihen  verdankt  man  M.  Ohm 
(De  nonnullis  seriebus  infinitis  summandis  1839  und  System  d.  Math.  VIII. 
S.  124). 

2)  Es  ist  a  =  ?2.     Vgl.  S.  267. 

17* 
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k 

^^"^^  "^ ^  \4^  — ^^        4r  — 2    '    4r—  1  ~~  4r/  ' 
1 


1 

k 

1 

1  1 


^3A   -   54A:  =^(^^r-^  —  ^)  =  2  ^  (27^=1  —  27)  =  ¥  ^2*- 


Beim  Grenzübergange  lim  ^  =  -|-  oo  ergiebt  sich  daraus 
a  —  a  =  \a^       a  =  |a. 
2)  Die  unendliche  Reihe 

1  —  ^rir  +  ^^71 1 ^rn 1 (c) 

y2        ys  yn 

convergirt  ebenfalls,  die  Wurzeln  positiv  genommen.    Dagegen  hat  die  Reihe 

i  +  J^ L  +  _L  +  J Li... 

im, —  m, —      im, —      im, —  m, —      I 

ys        y2        y5        yi        yA 

y4Ä:  — 3  ]/4Ä— 1  y^k 

den  Grenzwerth  -f-  cx).     Setzt  man  wieder 

i_.j^  +  j ,  (-1)"-^^^ 

y2        ys                      Yn 
.    ,   J^ i_  _, ^ 1 I 1 i_  ^    > 

•*■     I     m, —  m^—      I      *  *  *      1"  m, I     m, m, —  ^3*> 

ys  y2  y4:k—3         y4:k—l  "|/2^ 

so  ist 

1  ,  1  ,  ,  1 


¥ä-|-1  y2Ä:  +  3  y4Ä;  — 1 

somit 

^      Ä:  k 

Ssk  —  S2k  > 


i-i 


yik  ]/4 

und 

lim  sik  =  +  00, 
*=  +  « 

also,  wenn  5^  die  Summe  der  n  ersten  Glieder  in  (d)  bedeutet,  wegen 

f^Sk-\-2  >  58A-4-I  >  ■''-Ik 
auch 

lim    Sn  =   4"  ^^• 
n=-|-ao 
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9.  Absolute  und  relative  Convergenz  der  Reihen  mit  positiven 
und  negativen  Grliedern  in  unbegrenzter  Anzahl. 

Die  Reihe  i  .  i  /in 

«0  +  %  +  «2   H (1) 

enthalte  sowohl  positive,  als  negative  Glieder  in  unendlicher  Anzahl. 
Die  ersteren  mögen,  in  der  Ordnung  angeschrieben  wie  sie  in  (1) 
vorkommen,  die  Reihe 

bo  +  h  +  l>,  +  ---  +  b^  +  ---      (b^>0)  (2) 

bilden;  die  letzteren  ebenso  die  Reihe 

-q  -e, c^ (c^>0).  (3) 

Setzt  man  ,  .  i 

«0  +  «'l   H h  ö^n  =  ^n 

^  +  h  +  ■-  +  ^=tp 

()  folgt  zunächst 


^n  —  h„  —  ^9, 


(4) 


Daraus  ergiebt  sich,  indem  bei  lim  n  =  -\-  (x>  auch 
lim  2>„  =  lim  g„  =  +  oo, 

sogleich  das  Folgende: 

1)  Convergiren  die  Reihen  (2)  und  (3)  und  zwar  zu  den  Grenz- 
werthen  6,  —  c,  so  convergirt  auch  (1)  und  zwar  ist  der  Grenzwerth 
der  Reihe  (1)    6  —  c. 

2)  Convergirt  nur  eine  der  Reihen  (2),  (3),  so  hat  die  Reihe  (1) 
stets  einen  unendlichen  Grenzwerth. 

3)  Divergiren  beide  Reihen  (2),  (3),  so  lässt  sich  aus  der 
Formel  (4)  im  Allgemeinen  nichts  entnehmen,  da 

lim  tp   =  lim  w„   =  +  c» 

ist  (vgl.  S.  166). 

In  der  That  zeigen  die  Beispiele  der  vorigen  Nummer,  dass  in 
diesem  Falle   die  Reihe  (1)   sowohl   convergiren   als   divergiren   kann. 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Untersuchung  der  Frage,  unter  welchen 
Umständen  die  unendliche  Reihe  (1)  bei  jeder  beliebigen  Anordnung 
ihrer  Glieder   convergent  ist  und   stets   denselben  Grenzwerth  liefert. 

Satz.  Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dazu, 
dass  die  unendliche  Reihe  ö^o  +  ^i  +  *  *  *  ^^^  jeder  Anordnung 
ihrer  Glieder  convergirt,  besteht  in  der  absoluten  Con- 
vergenz derselben.  D.h.  die  absoluten  Beträge  |  a„  |  der  Reihen- 
glieder müssen  eine  convergente  Reihe  bilden.  Dann  bietet  sie 
auch  immer  denselben  Grenzwerth  dar. 

Beweis.  Dass  die  genannte  Bedingimg  hinreichend  sei,  ist 
leicht  einzusehen.     Convergirt  die  unendliche  Reihe 

i»oi  +  :«i  +•••+  »„;  +  •••  (5) 
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SO  convergiren  die  Reihen  (2),  (3),  somit  auch  (1).  Bringt  man  ihre 
Glieder  in  eine  andere  Anordnung 

ao  +  al-\r  '"  +  an-\ ,  (6) 

wodurch  an  Stelle  der  Reihen  (2),  (3)  die  folgenden  treten 

ho  +  hi  +  b.2  +  "-,    —c[  —  d ,  (6*) 

so  sind  diese  nach  dem  3.  Satze  in  Nr.  5  wieder  convergent  und 
haben  dieselben  Grenzwerthe  wie  (2)  und  (3).  Man  findet  somit 
auch  die  Reihe  (6)  convergent  und  zwar  dafür  denselben  Grenzwerth 
wie  für  (1),  nämlich  h  —  c. 

Dass  die  in  Rede  stehende  Bedingung  auch  nothwendig  sei,  ist 
leicht  einzusehen.  Soll  nämlich  die  Reihe  (6)  divergiren,  so  muss 
mindestens  eine  von  den  beiden  Reihen  (6*),  somit  auch  die  Reihe  (5) 
divergiren.  —  Dass  im  Falle  der  Convergenz  der  Reihe  (5)  die  Reihe  (6) 
stets  denselben  Grenzwerth  hat,  wie  die  Reihe  (1),  wird  indirect  be- 
wiesen. Angenommen,  die  Reihe  (5)  divergire.  Zunächst  bemerken 
wir,  dass  neben  der  Reihe  (5)  nun  beide  Reihen  (2)  und  (3)  divergiren 
müssen.  Denn  würde  nur  eine  von  ihnen  divergiren,  so  müsste  die 
Reihe  (1)  einen  unendlichen  Grenzwerth  haben,  könnte  also  bei  der 
in  (1)  vorliegenden  Anordnung  ihrer  Glieder  nicht  convergiren.  Es 
besteht  nun  der  folgende  Satz:^) 


1)  Riemann,  Werke  S.  221.  Nach  Dini  (Grundlagen  f.  e.  Theorie  d. 
Functionen  u.  s.  w.,  deutsch  v.  Lüroth  1892  S.  132)  lässt  sich  auch  zeigen,  dass 
sich  die  Glieder  a^  so  anordnen  lassen,  dass  die  Partialsummen  5„  der 
Reihe  2Ja^  bei  lim  w  = -|- oo  zwischen  zwei  gegebenen  Unbestimmt- 
heitsgrenzen, welche  endlich  oder  unendlich  sein  können,  schwanken  und 
insbesondere  bei  lim  n  = -\-  oo  einen  bestimmt  endlichen  Grenzwerth  haben. 
Genügen  die  Zahlen  K^  K^  K^  •••  den  Bedingungen 

^0  ^  K,     K,  <K,     K,>  K,     K,  <  K, 
u.  s.  w.,  so  lassen  sich  die  Glieder  hp  Cq  so  aneinanderreihen,  dass  die  i.  T.  auf- 
geführten Partialsummen  der  zu  bildenden  Reihe 

'S'o  >  Äo      'S^l  !>  -^2      '^x  >  -^4     •  •  •     ^r^  ^ir      ■  - 

T,<K,     T,<K,    T,<K,      ■T,<  K,,_,     ■ 

und   zwar  die   ersteren  gerade  grösser  als  die  bezüglichen  Äj^,  die  letzteren 

gerade  kleiner  als  die  bezüglichen  K^r-i  ^^^^-    ^^  gelten  somit  die  Formeln 

^..-i-^r<%     S,-K,,<h,^        (r  =  l,2...). 

Nimmt  man 

K,,=  K,       K,,_,  =  K,         (r=l,  2...) 

und  Kq  ^  K^  an,  so  sind  K^^  K^  die  Unbestimmtheitsgrenzen  der  Partial- 
summen der  neuen  Reihe  bei  lim  n  =  -\-  <x>.  Lässt  man  aber  die  Zahlen 
K^^  (r  =  0,  1  •  •  •)  mit  wachsendem  r  zunehmen  und  zwar  ins  Unendliche,  so 
haben  jene  Partialsummen  bei  lim  w  =  +  oo  die  obere  Unbestimmtheits grenze 
+  CX) .  Ist  dabei  K^^  +  i^^^r  (^  =  0, 1  •  •  •),  so  hat  Ea„  den  Grenzwerth  -f  oo. 
U.  s.  f.  —  Eine  nähere  Untersuchung  über  die  Veränderungen  des  Grenz- 
werthes  bedingt  convergirender  Reihen  bei  Umstellung  ihrer  Glieder  giebt 
A.  Pringsheim,  Math.  Ann.  XXII  S.  455f. 
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Wenn  die  Reihe  (1)  sowohl  positive  als  negative  Grlieder 
in  unbegrenzter  Anzahl  enthält,  wenn  sowohl  die  ersteren 
für  sich,  als  die  letzteren  für  sich  eine  divergente  Reihe 
bilden  und  dabei  die  Bedingung  erfüllt  ist,  dass 

lim  a„  =  0  (7) 

ist,  so  lassen  sich  die  Glieder  von  (1)  so  anordnen,  dass  die 
neue  Reihe  convergirt  und  zwar  zu  irgend  einem  vorge- 
gebenen Grenzwerthe  K. 

Beweis.  Ist  Z'>0,  so  entnehmen  wir  aus  der  Reihe  (2)  so- 
viele  Glieder  6^,  \  •  •  •  hj^,  dass 

\  +  \  +  --+  \-i <K,    s„  =  6„  +  h  +  ---K> s:, 

wobei  A'q  auch  0  sein  kann.  Wegen  der  Divergenz  der  Reihe  (2)  ist 
dies  stets  möglich.  Ist  Ä'<0,  so  ist  schon  1)^^  K-^  es  sei  also 
S^  =  hQ.  Auf  die  Glieder,  deren  Summe  mit  S^  bezeichnet  ist,  lasse 
man  so  viele  Glieder  q  •  •  •  c^    aus  (3)  folgen,  dass 

Sq  —  c^  —  '"  —  c';^_i  >  K, 
T,  =  S,-c, c,^<K 

ist.  Auf  die  so  ausgewählten  k^  -{-  l^^  -\-  1  Glieder  lasse  mau  wieder 
so  viele  aus  (2)  ft^^o+i  '**  \  folgen,  dass  die  Summe  aller  Glieder 
gerade  jBT  übersteigt,  und  hierauf  so  viele  aus  (3):  — c^^^^  •••  — c^, 
dass  die  Summe  aller  gerade  unter  K  sinkt.  U.  s.  f.  Im  Allgemeinen 
werden  somit  für  die  neue  Reihe  die  Glieder  gewählt: 

Wir  erhalten  demnach  neben  Sq  T^  u.  s.  f.  allgemein  die  nachstehenden 
Partialsummen 

S.-l-Vl+l %       -'^r  (8) 

Tr      +^   ,+t  +  ---+^     =S,  (9) 

Dabei  soll  '^      " "-'      --Vr-^...  ^ 

T^<K    T^-{-c,^^K,     also     0<K—  T^^c^^  (11) 

S^>K    S^—\^K,    also     0<S^  —  K^hl  (^^) 

sein.     Vermöge  der  Formel  (7)  gehört  zu  jeder  Zahl  £  >  0  eine  Zahl 

u  >  0  so ,  dass  für  ,      , 

»>f    i«„i<« 

ist.     Da  weder  fe„  noch  — c„  in  (1)  vor  a^  stehen  können,  so  ist  neben 

n  >  IL     auch     h^K  s     und     c„  <  e. 
Wir  können  demnach  eine  ganze  Zahl  h  so  wählen,  dass  für 
^'  ^  /'     h^.  <  6     und     Cj  <  f 
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ist.     Mithin  ist  neben  r'>h  nach  (11)  bezw.  (12) 

0<K—T^<e,     0<S,  —  K<s.  (13) 

Es  bestehen  daher  die  Formeln: 

lim  T^  =  K,      lim  S^  =  K 

r  =  -\-cc  r  =  -|-oo 

Die  S^  und  T^  stellen  aber  nur  eine  Auswahl  unter  den  Partial- 

summen   der   aus   den   Gliedern   von  (1)  gebildeten   neuen  Reihe,  die 

wir  schematisch  mit        r   ,      >    ,  ,       .    , 

ao+  ai  -\ \-  a„-\ 

bezeichnen  wollen,  dar.     Setzen  wir  nämlich 

a6  +  a[  + \-  an  =  s^, 

so  ist  T  —    '  ^  —    ' 

Durchläuft  n  die   Werthe  hj._^  -\-  l^   bis  Jv^,  -\- l^  —  1,  so   zeigen  die 
Formeln  (9)  und  (12),  dass 

T^^Sn<,  K,     somit    0<^K—s'n<^K—T^  (14) 

ist.     Geht  n  weiter  von  h^.  +  l^  bis  ^V  +  ^r+i  ~  ^;  ^^    ist  nach  den 
Formeln  (10)  und  (11) 

K<s:^S,,     somit    O^Sn  —  K£S^  —  K.  (15) 

Stellt  man  die  Formeln  (14)  und  (15)  mit  (13)  zusammen,  so  erkennt 
man,  dass  wenn  r'>li  d.  i.  ^  ^  ^^-i  "f"  ^a  '^^^y   alsdann  \Sn  —  K\  <  £ 
sein  muss.     Mithin  gilt  in  der  That  die  Formel 
lim  5^  =  Kj     w.  z.  b.  w. 

Vermöge  des  vorstehenden  Satzes  haben  wir  die  convergenten 
Reihen  in  zwei  Classen  zu  scheiden:^)  die  absolut  (oder  unbedingt) 
convergenten,  wofür  die  aus  den  absoluten  Beträgen  der 
Glieder  gebildete  Reihe  convergirt  (wozu  demnach  auch  alle 
convergenten  Reihen  zu  zählen  sind,  die  nur  Glieder  mit  einem 
Zeichen  in  unbegrenzter  Anzahl  enthalten)  und  die  relativ  (oder 
bedingt)  convergenten,  wofür  die  genannte  Reihe  divergirt.  Der 
Grenzwerth  einer  relativ  convergenten  Reihe  hängt  von  der  Anordnung 
ihrer  Glieder  ab.  In  der  That  gehören  die  Reihen  (a),  (c)  in  Nr.  8 
zur  zweiten  Classe.  —  Werfen  wir  jetzt  einen  Blick  auf  die  Gesammt- 
heit  der  unendlichen  Reihen,  so  bemerken  wir,  dass  sie  in  drei  Classen 
zerfallen.  Zu  den  soeben  erwähnten  beiden  Classen  tritt  nämlich  nur 
noch  eine,  die  der  unbedingt  divergenten  Reihen  d.  i.  derjenigen, 

1)  Diese  Eintheilung  der  convergenten  unendlichen  Reihen  in  zwei  Classen 
verdankt  man  Dirichlet  (vgl.  Werke  I.  S.  318  —  aus  dem  Jahre  1837).  Die 
Bezeichnung  „relativ"  convergent  nach  De  la  Vallee-Poussin  (Journ.  de  Math. 
1892  S.  453).  —  Dass  die  Reihe  (1)  convergirt,  wenn  die  absoluten  Beträge  ihrer 
Glieder  eine  convergente  Reihe  bilden,  hat  schon  Cauchy  bemerkt  (Oeuvres 
2.  ser.  m.  S.  129,  X.  S.  49). 
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welche  bei  jeder  Anordnung  ihrer  Glieder  divergent  bleiben.  Dazu 
gehören  insbesondere  jene  Reihen,  deren  allgemeines  Glied  a^  bei 
lim  n  =  +  oo  einen  von  Null  verschiedenen  Grenzwerth  oder  gar 
keinen  besitzt. 

Die  absolut  convergenten  Reihen  können  als  Summen  ihrer 
Glieder  betrachtet  werden  (was  wir  sogleich  begründen  werden),  die 
relativ  convergenten  nur  in  uneigentlichem  Sinne,  mit  Verzicht  auf 
einige  wesentliche  Eigenschaften  der  endlichen  Summen. 

10.  Sätze  über  die  absolut  convergenten  Reihen.  Sie  entsprechen 
den  Sätzen  über  die  Reihen  mit  positiven  Gliedern  in  Nr.  4 — 7,  aus 
welchen  sie  sich  unmittelbar  ableiten  lassen. 

1)  „Wenn  die  unendliche  Reihe 

%  +  «1  +  «2  H —  (lö) 

absolut  convergirt  und  darin  Glieder  von  entgegengesetzten  Zeichen 
vorkommen,  so  hat  man 

\^a„\<E\a„\." 
Nach  dem  2.  Satze  in  Nr.  3,  da 

—  l«'nl^«^n<hJ• 
2)  „Convergirt  neben  (16)  auch  die  Reihe  \-\-\-\ absolut, 

so  convergirt  auch  die  Reihe 

»0  +  ^0  +  %   +  ^1   H \-  (^n  +  K-\ 

absolut." 

3)  „Convergirt  (16)  absolut  und  bedeuten  c^,  c^  "•  c^  •-•  Zahlen, 
die  dem  absoluten  Betrage  nach  unter  einer  Zahl  C  liegen,  so  con- 
vergirt auch  die  Reihe  a^c^ -\- a^c-^^ -\- -- •  absolut."  —  Denn  nach 
dem  3.  Satze  in  Nr.  4  convergirt  die  Reihe 

ko^o!  +  !«iqH f-  \%c^\  +  •••, 

\c„\<C. 

4)  „Hebt  man  aus  einer  absolut  convergenten  Reihe  eine  un- 
endliche Folge  von  Gliedern  auf  beliebige  Weise  heraus,  so  bilden 
auch  sie  eine  absolut  convergente  Reihe."  —  Nach  dem  1.  Satze  in 
Nr.  5,  anzuwenden  auf  Reihe  (5). 

5)  „Vertheilt  man  die  Glieder  von  (16)  in  eine  endliche  An- 
zahl von  Reihen,  so  convergiren  die  unendlichen  unter  ihnen  absolut 
und  die  Summe  aus  den  Summen  der  endlichen  und  den  Grenz- 
werthen  der  unendlichen  Partialreihen  ist  gleich  dem  Grenzwerth e 
von  (16)."  —  Beweis  wie  zum  4.  Satze  in  Nr.  5. 

6)  „Es  sei  die  Reihe 

%  +  «1  +  «2  H (16) 

absolut    convergent    und    a    ihr    Grenzwerth.      Vertheilt    man    ihre 
Glieder,  ohne  eines  zu  übergehen,  in  unendlich  viele  Reihen 
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4"' +  <>  +  •■•  +  <•"  + ••• 
<'  +  <'  +  •■•  +  <"  +  ••• 

(H) 

<"'  +  <>+•■■  +  <''  +  ••• 

SO  convergirt  jede  unendliche  unter  ihnen  absolut  und  die  aus  den 
Summen  der  endlichen  und  den  Grenzwerthen  der  unendlichen  Reihen 
des  Schemas  (17)  (welche  zwei  Arten  von  Zahlen  der  Reihe  nach 
mit  a^^\  a^^^  ^  •  •  «('")  •  •  •  bezeichnet  seien)  gebildete  Reihe  convergirt 
ebenfalls  absolut  und  zwar  zum  Grenzwerthe  a."^) 
7)  Convergiren  die  beiden  unendlichen  Reihen 

«0  +  0^1  +  0^2  H h  «m  H ;  /i«^ 

\  +  h  +  h  +  -'-  +  K  +•••  ^    ^ 

absolut  und  zwar  bez.  zu  den  Grenzwerthen  a^  h,  so  convergirt  jede 
aus  den  Gliedern  a^b^  gebildete  einfach  unendliche  Reihe,  wie 

ao&o  +  «0^1  +  (^A  -\ h  %K  +  ^A-i  H 

+  aX-r  +  "-  +  ciA  +  -"  (18*) 

absolut  und  zwar  zum  Grenzwerthe  ah.'^^) 

Die  Sätze  6)  und  7)  ergeben  sich  aus  dem  Hilfssatze  in  Nr.  11 
auf  die  nämliche  Weise,  wie  die  ihnen  entsprechenden  Sätze  in  Nr.  7 
mit  dem  Satze  in  Nr.  6. 

Der  Satz  7)  lässt  sich  auch  aus  dem  2.  Satze  in  Nr.  7  herleiten,  indem 
man  die  Glieder  der  Reihen  (18)  in  die  Reihen  der  positiven  und  der 
negativen  zerlegt.  Dadurch  erscheinen  a  h  als  Differenzen,  die  man  auf 
die  gewöhnliche  Weise  multiplicirt.  Jedes  der  dadurch  erhaltenen  vier 
Glieder  lässt  sich  dann  nach  dem  genannten  Satze  wieder  in  eine  unend- 
liche Reihe  verwandeln,  wodurch  man  schliesslich  zur  Reihe  (18*)  gelangt. 

11.    Hilfssatz.  ^) 

1)  Es  sei  vorgelegt  das  Schema  (17),  welches  eine  unbegrenzte 
Anzahl  von  unendlichen  Reihen  aus  beliebigen  reellen  Zahlen  enthält. 
Es  soll  jedoch  die  folgende  Eigenschaft  haben.  Ersetzt  man  jedes 
Glied  a^^  durch  seinen  absoluten  Betrag  Ä^^'\  d.  h.  bildet  man 
das  Schema 

^.)  +  ^»)  +  ...  +  ^(.)  +  ... 


1)  Nach  Weierstrass  (vgl.  Pincherle  a.  a.  0.  S.  221). 

2)  Cauchy,  Cours  d' Analyse  p.  147. 

3)  Durch  diesen  von  0.  Stolz  gegebenen  Satz  wird  der  Doppelreihensatz 
von  Cauchy  (Cours  d' Analyse  p.  541)  in  zwei  einfachere  Sätze  zerlegt. 
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so  convergiren  sämmtliche  Horizontalreihen  und  zwar  bezüglich  zu 
den  Grenzwerthen  Ä^^\  Ä^^^  -  •  •  A^'"^  •  •  •  und  die  aus  diesen  Zahlen 
gebildete  Reihe  Ä'^^^  -f-  Ä^^^  •  •  •  convergirt  ebenfalls/' 

„Unter  dieser  Voraussetzung  convergiren  absolut  sämmtliche 
Horizontalreihen  des  Schemas  (17)  und  die  aus  ihren  Grenzwerthen 
d^\  a(^)  •••  a('"^  •••  gebildete  Reihe.  Die  Summe  der  letzteren 
Reihe  sei  a." 

„Es  convergirt  absolut  die  unendliche  Reihe 
„(0)  +  „(1)  +  am  +  ...  +  „(n)  +  „(»-!)  +  . ..  +  a(il,  +  a(»)  +  .-.     (20) 

(worin  die  Glieder  «(['*)  so  angeordnet  sind,  dass  beim  Fortschreiten  von 
links  nach  rechts  die  Summe  m  -{-  n  nicht  abnimmt)  und  zwar  zum 
Grenzwerthe  a.'^ 

2)  „Und  umgekehrt,  convergirt  die  Reihe  (20)  absolut  und 
zwar  zu  einem  Grenzwerthe  a,  so  convergiren  absolut  sämmtliche 
Horizontalreihen  in  (17)  und  die  aus  ihren  Grenzwerthen  gebildete 
Reihe,  letztere  zum  Grenzwerthe  a." 

Der  vorstehende  Satz  kann  in  ähnlicher  Weise,  wie  der  Hilfs- 
satz in  Nr.  6,  mit  Hilfe  der  Gleichung  (7)  auf  S.  240  bewiesen 
werden.^)  Bequemer  ist  es  indess,  den  genannten  Satz  durch  Zurück- 
führung  auf  jenen  Hilfssatz  zu  begründen.  Wir  stellen  dem  Schema 
(17)  zwei  andere  an  die  Seite:  das  eine  mit  dem  allgemeinen  Gliede 
^n'\  wobei 

¥^^--=a^^^  oder  0,  je  nachdem  d^'^  positiv  ist  oder  nicht, 
das  andere  mit  dem  allgemeinen  Gliede  d^'^\  wobei 

c^^^  =  —  a^J^'^  oder  0,  je  nachdem  a^^^  negativ  ist  oder  nicht. 

Zu  1).  Zufolge  der  Convergenz  der  Horizontalreihen  in  (19) 
convergiren  alle  unendlichen  Reihen 

6(-»)  +  6(»)  +  ...  +  6W  +  . . . ,  (21) 

4"'^  +  4"''H hc("'>  +  ---l^  ^,^> '=■■■)■  (22) 

Bezeichnen  wir  die  Summe  der  ersteren  beziehentlich  mit  U^\  die  der 
letzteren  beziehentlich  mit  c^^\  so  convergiren  auch  die  beiden  Reihen 

5(0)  _[_  2,(1)  _^ [_  J)[>n)  _^ 

c(0)-|_c(i)^ \-d"')^ , 

denn  es  ist  sowohl  6^"*)  <  J.("0,  als  auch  c^"*)  ^  Ä^'^\  Endlich  ist  nach  Nr.  6 


2' 


■;,hM=U^)  4_  ])W  _|_  5(0)  _^ \-¥^^-\ (-  5W  +  •••     (23) 


0 


^  cC»)  =  4»)  +  4')  +  cm  +  . . .  +  4«)  +  . . .  +  c(0)  +  . . ..     (24) 


1)  Vgl.  Stolz,  Vorlesungen  über  allg.  Arithmetik  I.  S.  244. 
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Andererseits  haben  wir 

^(m)  ^  5(m)  _  f,im)  (w  =  0,  1,  2  •  •  •),  (25) 

somit 

a  =^ma^»^^  =^mU^'^  —^d^'n)  ^  }){^)  _  ^W  _^  ^)  -  (^^)  -\ . 

0  0  0 

Die    rechts    stehende    Reihe,    welche    nach    dem    2.  Satze    in   Nr.  10 

absolut  convergirt,  geht  durch  Umstellung  der  Glieder  in  die  Reihe  (20) 

über,  also  hat  diese  den  nämlichen  Grenzwerth,  wie  jene,  mithin  den 

Grenzwerth  a. 

Zu    2).      Weiss   man   umgekehrt,    dass    die   Reihe    (20)    absolut 

convergirt,   so   convergiren  auch  die  Reihen   auf  den   rechten  Seiten 

der  Gleichungen  (23)  und  (24).     Bezeichnen  wir  ihre  Summen  bezw. 

mit  &,  c,  so  ist 

a  =  h  —  c.  (2^) 

Aus  der  Convergenz   der  Reihe   auf  der  rechten  Seite  von  (23)  folgt 
nach  Nr.  6  die  Convergenz  aller  Reihen  (21)  und  die  Gleichung 

OD 

0 

Auf  ähnliche  Weise   ergiebt  sich   die   Convergenz  aller  Reihen   (22) 
und  die  Gleichung 

0 

Demnach  ist  nach  (26)  und  (25) 

CO  00  CO  .  00 

0  0  0  0 

w.  z.  b.  w. 

Wir  folgern  aus  dem  vorstehenden  Satze  unmittelbar  (vgl.  S.  241) 
den  Doppelreihensatz  von  Cauchy: 

Vorausgesetzt,  dass  alle  Horizontalreihen  des  Schemas 
(17)  convergiren  und  dass  ihre  Summen  d^\  d^^  •••  a^"^^  ■•■ 
auch  eine  convergente  Reihe  bilden,  und  dass  diese  beiden 
Eigenschaften  bestehen  bleiben,  wenn  man  jedes  Glied  in 
(17)  durch  seinen  absoluten  Betrag  ersetzt  d.  i.  auch  vom 
Schema  (19)  gelten;  so  kann  man  schliessen 

1)  dass  alle  Verticalreihen   in  (17)  absolut   convergiren; 

2)  dass  ihre  Summen 

«»  =  «?'  +  <"  +  ■••        («  =  0,1,2.. ■) 
eine  absolut  convergente  Reihe  bilden; 

3)  dass  die  Summe  der  Reihe  «o  +  ^i  +  '  * '  gleich  ist  der 

von  a(o)  +  a(i)-| . 
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Wenn  das  Schema  (17)  der  soeben  erwähnten  Bedingung  genügt,  so 
hat  es  mithin  dieselbe  Eigenschaft ,  wie  ein  endliches  Schema  von 
{m  -\-  l)  Zeilen  zu  je  (n  -{-  l)  Gliedern:  Es  ist  die  Summe  der  Summen 
der  Horizontalreihen  gleich  der  Summe  der  Summen  der  Verticalreihen. 
Es  kann  somit  ein  solches  Schema  nicht  von  obiger  Beschaffenheit  sein, 
wenn  die  genannten  Summen  von  einander  abweichen.  Dies 
tritt  ein  bei  folgendem  Beispiel.^)     Es  sei 

m  +  1  \m-\-l)  m  \    m    )  J  '  ' 

Die  m*®  Horizontalreihe  hat  die  Summe 

00  00 

Vi2j'w+i)  ~m2:\r^)  ==»M^--.;r    (^^  =  1,2...), 


+ 


sodass  die  Summe  aller  Horizontalreihen  nach  dem  2.  Beispiele  auf 
S.  229  gleich 

hm    — ^—  ==  1 
ist.     Die  w*®  Verticalreihe  hat  nach  demselben  Beispiele  die  Summe 

^^^r-A^T-^        (^  =  1,2.-.), 

somit  ist  die  Summe  aller  Verticalreihen  gleich  0.  Man   wird   bemerken, 

dass   von   einem   bestimmten    an    alle    Glieder    einer  jeden   Horizontalreihe 

positiv,  einer  jeden  Verticalreihe  negativ  sind,  so  dass  sowohl  die  eine, 
als  auch  die  andere  absolut  convergirt. 

12.    Ueber  die  Grenz wertlie   einiger  unendlichen  Producte   aus 
positiven  Factoren. 

Satz.     1)  „Es  sei  0  <  a„  <  1  und 

n 
0 

Beim  Grenzübergange  lim  n  = -{- oo  hat  p^  stets  einen  endlichen 
Grenzwerth  und  zwar  ist  er  positiv  und  kleiner  als  1,  wenn  die  un- 
endliche Reihe 

^^0  +  «1  H \-(^n-\ (a) 

convergirt;  dagegen  Null,  wenn  sie  divergirt." 
2)  „Es  sei  «„  >  0  und 

% = (1 +«o)  (1 +«,)  •■■  (1 +«„)  =jflr(i +«.)• 

0 

Beim  Grenzübergange  lim  n  =  -{-  <x>   hat   q^  stets   einen  Grenzwerth 
1)  F.  Arndt  in  Grunert  Archiv  XI.  S.  319. 


256  IX.  Absclinitt.     Einige  unendliche  Producte.  [Nr.  12. 

und  zwar  ist  er  eine  positive  Zahl  >  1,  wenn  die  unendliche  Reihe  (a) 
convergirt;  dagegen  -)-  (x>,  wenn  sie  divergirt/^ 

Der  Beweis  dieses  Satzes  beruht  auf  dem  Satze  6)  auf  S.  180, 
wonach,  wenn  a^,  Og,  •••  a„  gleichbezeichnete  reelle  Zahlen,  jede 
zwischen  —  1  und  -|-  1  gelegen,  bedeuten, 

(1  +  a,)  (1  +  fl,) ...  (1  +  a„)  >  1  +  a,  +  Q^  +  •  ■•  +  a„       (b) 
ist. 

Betrachten  wir  die  Zahlen  Pq^  p^,  •••  p^,  so  haben  dieselben,  da 

^<Pn+i<Pnp     bei     lim^  =  4-oü 

einen  endlichen  Grenzwerth  p^O  (VII.  14).  Convergirt  die  Reihe  (aj, 
so  gehört  zu  jeder  Zahl  £  >  0  eine  natürliche  Zahl  7n,  so  dass 

was  für  einen  der  Werthe  1,  2  •  •  •  die  Veränderliche  r  auch  erhalten 
mag.     Nun  ist  nach  (b) 

Pm  +  r  >  Pm  (1  "  «m  +  1  "  ^m  +  2 «m  +  r)  >  Pm  (^  "  OJ 

somit 

P^Pmi^  —  ^)^ 

also  p  sicher  positiv.  Andererseits  ist  Pm  +  r  ^Pm^^y  folglich 
P^Pm^^y  ^^^^  i?  <  1-  —  Divergirt  die  unendliche  Reihe  (a),  so 
gehört  zu  jeder  Zahl  (r  >  0  eine  Zahl  [.i  >  0,  so  dass 

^0  +  %  +  <^2  H~  ■  "  +  ^w  >  ^?     wenn  nur  n  >  /i.  (d) 

Nun  ist 

somit 

£  1 1 

-^"^(?..l  +  «0  +  «!  +  •••  +  «„    ^    1"+^' 


wenn  nur  w  >  ft.     D.  h.  es  ist  p  =  0. 

Da  g'^+i  >  g'„  >  1,  so  haben  die  q^  bei  lim  n  =  -{-  oo  einen  po- 
sitiven Grenzwerth  g'  >  1.  Wenn  die  unendliche  Reihe  (a)  convergirt, 
so  bemerke  man  nach  (c),  dass  für  n  >  m 


somit 


i  +  «»<r^ 


^  ^ ^      ir 


In  diesem  Falle  ist  demnach  q  endlich.    —  Wenn   (a)   divergirt,  so 
folgt  aus  (b)  und  (d),  dass 

?n  >  1  +  «0  +  «1  H h  «.  >  1  +  ^         {n>^) 

ist,  somit  dass  lim  q„=  -\-  (x>  ist. 
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13.   Ein  Satz  über  ganze  Potenzreilien. 

Wir  wollen  in  diesem  Werke  nicht  auf  die  allgemeine  Theorie 
der  ganzen  Potenzreilien  eingehen;  es  mögen  bloss  die  unter  ihnen 
am  nächsten  liegenden,  die  Exponential-,  die  binomische  und  die 
logarithmische  Reihe  Erwähnung  finden,  um  zugleich  als  Beispiele 
für  einige  der  vorhin  aufgeführten  Sätze  zu  dienen.  In  die  Ableitung 
der  letzten  von  diesen  Reihen  greift  indess  ein  allgemeiner  Satz  über 
ganze  Potenzreihen  ein,  welchen  wir  sogleich  hier  vorführen  wollen. 

Satz.     „Convergirt  die  ganze  Potenzreihe 

a^x'-  +  a^^^x"^"^'  H h  ^K^""  +  '■-       (^  >  1);  (a) 

die  kein  von  x  unabhängiges  Glied  enthält,  absolut  für  alle  x,  deren 
Betrag  uuter  einer  gegebenen  positiven  Zahl  R  Hegt,  und  wird  ihre 
Summe  mit  f{x)  bezeichnet,  so  hat  man 

lim  f{x)  =  0  (b) 

d.  h.  jeder  positiven  Zahl  s  entspricht  eine  andere  d  so,  dass  neben 
|:rl<d    stets    \f{x)\  <6   ist."i) 

Beweis.  Bedeutet  B'  eine  positive  Zahl  kleiner  als  i^,  so  con- 
vergirt die  Reihe  (a)  für  x  =  U'-^  daher  liegen  ihre  Glieder  dem  Be- 
trage nach  sämmtlich  unter  einer  positiven  Zahl  g  (vgl.  S.  271 
Uebung  6)).  Setzen  wir  |  ic  |  =  X  und  allgemein  \a^\  =  A^,  so  ist 
mithin 

7l„jR'«  <  g,     also     ^„X"  <  g  {X-.By         {n  =  m,  m  +  1  •  •  •)• 
Wir  finden  demnach,  wenn  X  kleiner  als  R'  angenommen  wird, 

m 

Die  letzte  Reihe  ist  eine  geometrische  und  lässt  sich  daher  nach 
Nr.  1  Summiren.     Es  ist  also 

IAx)|<.©'":(l-#)-  (c) 

Setzt  man  X:  R'  =  1  :  fi,  so  ist  ft  >  1.  Während  ^  ins  Unendliche 
wächst,  hat  die  rechte  Seite  von  (c)  bekanntlich  den  Grenzwerth  Null, 
d.  h.  es  lässt  sich  der  Zahl  £  >  0  eine  andere  (x  >  0  so  zuordnen, 
dass  die  rechte  Seite  von  (c)  kleiner  ist  als  f ,  wenn  nur  ft  >  (x  ist. 
Mithin  ist,  wenn  nur  X  <  R :  G  ist,  \f{x)  \  <  s. 

NB.  Man  glaube  ja  nicht,  dass  der  vorstehende  Satz  darin  seinen 
Grund  habe,  dass  /"(O)  =  0  ist.  Dass  er  mit  diesem  Umstände  nichts  zu 
thun  hat,  ersehen  wir  schon  durch  Betrachtung  der  unendlichen  Reihe 

1)  Wir  brauchen  im  Folgenden  die  Formel  (b)  nur  für  den  Fall,  dass  x 
ein  Stammbruch  1  :  k  ist.  Es  würde  demnach  genügen  in  (b)  x"  =  1  :  k  zu 
setzen  und  die  natürliche  Zahl  k  ins  Unendliche  wachsen  zu  lassen.  Der  Be- 
weis des  Satzes  wird  indess  durch  diese  Annahme  nicht  vereinfacht. 
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{l-x)  +  (l-x)x  +  ..-  +  (l-x)x"+---, 

deren  Grenzwerth  im  Falle,  dass  sie  convergirt,  mit  g(x)  bezeichnet  sei. 
Dann  ist  ^(l)  =  0,  dagegen  ist,  wenn  x  zwischen  — 1  und  -\- 1  liegt, 
zufolge  des  Satzes  l)  auf  S.  228  g  (x)  =  1.  Während  für  ic  =  1  alle 
Glieder  der  soeben  erwähnten  Reihe  verschwinden,  hat  ihre  Summe  für 
alle  zwischen  —  1  und  -|-  1  gelegenen  Werthe  von  x  dennoch  den  Werth  1 ; 
es  ist  mithin  lim  g(x)  =  1. 


a;=:l  — 0 


14.  Entwickelung  der  Exponentialfunction  e"  in  eine  ganze 
Potenzreilie. 

Satz.  Die  Exponentialfunction  e^  wird  für  jeden  Werth 
von  X  durch  die  beständig  convergente  ganze  Potenzreihe 

i+^  +  f'  +  ---  +  |'!  +  --  (1) 

dargestellt. 

Zunächst  bemerken  wir,  dass  die  Reihe  (1)  für  jeden  Werth 
von  X  absolut  convergirt.  Setzen  wir  \x\  =  X^  so  erhalten  wir  aus 
(1)  die  Reihe 

l+X+f,+--  +  (^  +  ^  +  --.  (2) 

Der  Quotient  der  beiden  zuletzt  stehenden  Glieder  derselben  ist  Xm^ 
hat  also  bei  limw  =  -|-oo  den  Grenzwerth  0;  die  Reihe  (2)  convergirt 
also  für  jedes  X  (S.  236),  somit  die  Reihe  (1)  für  jedes  x.  Die 
Summe  der  Reihe  (1)  werde  vorläufig  mit  E(x)  bezeichnet;  ferner  sei 


ist. 

Nun  hatten  wir  in  VIII.  14  die  Formel 

n  =  -|-ao  ^  '  •^ 

Es  lässt  sich  aber  leicht  zeigen,  dass 

Jim{/;(:r)-(l+^)"}=0  (5) 

ist.     Daraus  folgt  dann  vermöge  der  Formeln  (3)  und  (4),  dass 

E(a:)-e'  =  0     d.i.     «^=1+^^^  (6) 

1 

ist. 

Um  die  Formel  (5)  zu  beweisen,  bemerkt  man,  dass  nach  VIII.  3 
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2 

2 

ist.     Man  hat  somit 

a-)-(i  +  f)"=J{i-(i-3(i-3-(i-^)}r: 

2 

und  weiter 

2 

Nach  den  Sätzen  6)  auf  S.  180  und  8)  auf  S.  36  ist 

(i_i)(i_l)...(i_i^)>i_ri  +  l  +  ...!:^l 

l  +  2  +  ---  +  (r-l)  =  i(r-l)r, 
also 

1  _  (i _  1)  (i  _  n ...  (i_ L_-^)  < ?fcii). 

\  nJ  \  n)         \  n    J  ^      2n 

Demnach  ergiebt  sich  aus  (7),  dass 

U-)-{i+T:}''\<^t^^<lx^E(X)  (8) 

2 

ist.  Nun  hat  X^E{X):2n  bei  lim>i  =  +  oo  den  Grenzwerth  Null, 
um  so  mehr  also  (S.  166)  das  erste  Glied  in  den  Beziehungen  (8) 
d.  i.  es  besteht  die  Formel  (5). 

Für  X  ^  1  erhalten  wir  aus  (6)  die  Formel 

CO 

1 

welche  zur  numerischen  Berechnung  von  e  dient.  ^)  Man  kann  näm- 
lich nicht  allein  jedes  Glied  dieser  Reihe  aus  dem  vorhergehenden 
durch  eine  einzige  Division  erhalten,  sondern  auch  ihren  Rest  mit 
Hilfe  des  zuletzt  berechneten  Gliedes  abschätzen.     In  der  That  ist 

^^  r\  ^  n+1!  {  ^  +  t7+T    '    {n  +  1)^  "i  \^n'^.'  ^     ■^ 

n  +  l 


1)  Die  Rechnung  ist    durchgeführt  bei  Lüroth  (Vorl.  üb.  num.   Rechnen 

S.  67). 

Stolz  u.  Gmeiner,  theoret.  Arithmetik.  II.  18 
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Aus  den  Beziehungen  (9)  und  (10)  kann  man  nach  Fourier^) 
schliessen,  dass  e  eine  irrationale  Zahl  ist.  Nehmen  wir  an,  es  sei  e 
rational  und  zwar  in  reducirter  Form 

e  =  m  :  w         (^  ^  !)• 
Nach  (9)  ist 

n  00 

n\  e  =  nl  +^r  (^  -f-  l)  . . .  ^  +  nl^r^. 

1  n  +  l 

Diese  Gleichung  ist  aber  unmöglich,  da  alle  Glieder  mit  Ausnahme  des 
letzten,  welches  nach  (10)  kleiner  als  1  :n  ist,  ganze  Zahlen  sein  müssten. 
Mithin  ist  die  Zahl  e  irrational. 


15.  Summimng  der  binomisclieii  Reihe  für  die  Wertlie  des 
Argumentes  x  zwischen  —  1  und  +  1.  ^) 

Setzen  wir  in  der  Formel  (a)  auf  S.  187  a  =  1  b  =  x  und 
schreiben  für  m  r  bezw.  ^  n,  so  erhalten  wir  die  Gleichung 

(l-\-xy  =  l  +  ii,x  H h  ^^x-  -\ \-  ii^,_,x^^-'  +  x^%     (1) 

wobei  der  n^^  Binominalcoefficient  ^i^  nach  der  Formel 

«       —    /^  (f^  —  1)    •   •   •    (f^  —  ^  +   1)  /«N 

zu  berechnen  ist.  Hieraus  ist  ersichtlich,  dass  ^  =  1  ist  und  dass 
wenn  wir  für  n  eine  ganze  Zahl  grösser  als  ^  setzen,  ^^  =  0  wird. 
Die  rechte  Seite  der  Gleichung  (2)  hat  auch  einen  Sinn,  wenn 
wir  uns  unter  fi  irgend  eine  reelle  Zahl  vorstellen.  Sie  verschwindet 
jedoch  für  gar  keinen  Werth  von  n^  wenn  /i  eine  andere  als  eine 
ganze  positive  Zahl  ausser  0  ist.  —  Der  Gleichförmigkeit  wegen 
führen  wir  noch  das  Zeichen   ^^    ein,    das   stets   gleich    1    sein   soll. 

Anstatt  |Li„  schreibt  man  auch  (^V 

Ertheilen  wir  ^  einen  reellen,  von  x  unabhängigen  Werth,  der 
weder  0  noch  eine  natürliche  Zahl  ist,  so  läuft  die  binomische  Reihe 

l  +  ^i^  +  ^2^'+-'-  +  ^«^'"  +  ---  (3) 

ohne  Ende  fort.     Für  /x  =  0  liefert  sie  1.     (~   )  ist  nach  (2)  gleich 
( —  1)";  für  ft  =  —  1  geht  also  die  Reihe  (3)  in  die  geometrische 

1  —  X  -\-  x^  —  x^  -\-  '•• 
über,  welche  nach  S.  228  für  jeden  Werth  von  x  zwischen  —  1  und 
+ 1    convergirt   und    die    Summe    (1  +  ^)~  ^   hat.     Wir   fragen  nun 


1)  Vgl.  Stainville,  M^langes  d'analyse  1815,  S.  339. 

2)  Der  hier  gegebene  Beweis  des  binomischen  Satzes  rührt  im  Princip  von 
Euler  (N.  Comm.  Acad.  Petropol.  XIX,  p.  103)  her. 
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zunächst,  unter  welcher  Bedingung   die  allgemeine  Reihe  (3)  absolut 
convergirt  d.  i.  die  Reihe 

wo  X  =  I  :r  I   ist,  convergirt.     Darüber  giebt  schon  das   Convergenz- 
kriterium  auf  S.  236  Aufschluss.    Wir  bilden  mithin  den  Quotienten 


j^n 


t^n. 


Da  nach  (2) 


x^- 


n-\-l 


ist,  so  hat  man,  woferne  nur  w  >  ^  -J-  1  i^^? 


^« 


=  1 


Cn 
^n-1 

X. 

f  1  ist. 

ft  +  ] 

L 

(4) 


(5) 


(6) 


Der  Quotient  (4)  hat  demnach  bei  lim  n  =  -}-  cx)  den  Grenzwerth  X. 
Es  convergirt  somit  die  binomische  Reihe  absolut,  wenn 
X<1  ist  d.  i.  für  alle  Werthe  von  x  zwischen  —1  und  -|- 1- 
Sie  divergirt  unbedingt  (S,  250),  wenn  der  absolute  Betrag 

Denn  es  ist  dann  nach  S.  236 


von  X  grösser  als  1  ist 

lim  I  ^^  I  Z^  =  lim  |  ^^x''  |  =  -|-  oo. 

Die  binomische  Reihe  lässt  sich  bei  beliebigem  ^  summiren. 
Indem  wir  uns  zunächst  auf  die  Werthe  von  x  zwischen  —  1  und 
-f- 1  beschränken,  setzen  wir 


^n  ^,^X"  =  (p  (^,  x). 


Bedeuten  ft  und  v  natürliche  Zahlen,  so  hat  man,  wie  bemerkt 

9?  (i^,  x)  =  (i  +  xy,    9  {v,  x)  =  {i-\-  xy. 

Es  ist  demnach 

9  (f ;  ^)  •  9^  (^?  ^)  =  9^  (f*  +  ^y  ^)-  (7) 

Diese  Gleichung  gilt,  wie  wir  jetzt  zeigen  werden,  allgemein, 
was  immer  auch  für  Werthe  die  reellen  Zahlen  fi  v  haben  mögen, 
wenn  wir  uns  nur  |  x  \  kleiner  als  1  denken.  Wir  können  die  beiden 
ganzen  Potenzreihen 

(p{j^,x)  =  1  -{-  n^x  -{-  n^x^  -] \-  ^„^«  H 

fp{v,x)  =  \-\-  v^x  +  v^x^  H +  i^„^^  H , 

weil  sie  absolut  convergiren,  nach  dem  7.  Satze  auf  S.  252  multipli- 
ciren,  so  dass  ihr  Product  wieder  als  eine  ganze  Potenzreihe  von  x 
erscheint.     Setzen  wir 

18* 
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so  ist 
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1 

ct  =  ^1  +  ^1  =  1^  +  ^  =  C"!" '') 


[Nr.  15. 
(8) 


v{v  —  l) 


!i{fi—l) 


=etT 


f^l^l  +  ."2  =         2  +  ^^  + 

allgemein 

Die  rechte  Seite  ist  gleich  y        \,  wie  man  leicht  durch  den  Schluss 
von  n  auf  n-\-l  beweisen  kann.    Lassen  wir  in  der  That  die  Formel 

0 

als  richtig  gelten,  so  finden  wir 

n 
0 

71 


0 

n  —  1 


0 


(10) 


Führen  wir  in  der  ersten  Summe  anstatt  5  s  —  1  ein,  so  geht  sie  in 
Ils^gV^^^_^  von  s  =  l  bis  s  =  n  über.  Vereinigen  wir  nun  die  gleich- 
stelligen   Glieder   der   beiden   Summen   in  (10),    so   erhalten  wir,  da 

s  +  w  +  1  —  s  =  n-\-l  ist, 

w  +  l 
0 

Die  Gleichung  (9),  welche  als  das  Additionstheorem  der  Bi- 
nomialcoefficienten  bezeichnet  werden  kann,  enthält  als  besondere 
Fälle  die  Formeln 


,=_i    ^(-i)>.  =  (-i)"f;') 

-+^  (l^)+(:)=("r)- 


(11) 


Die  letztere  kann,  wie  schon  auf  S.  187  bemerkt  ist,  unmittelbar  verificirt 
werden. 
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Zufolge  der  Beziehung  (9)  geht  die  rechte  Seite  der  Formel  (8)  in 

1 

über;  es  besteht  also   das  Additionstheorem   (7)   für  beliebige  reelle 
Werthe  von  a  und  v. 

Betrachten  wir  x  als  eine  dem  Betrage  nach  unter  1  liegende 
Coustante^  [i  aber  als  eine  reelle  Veränderliche,  so  erfüllt  (p  (^,  x) 
als  Function  von  ^  das  Additionstheorem  (7).  Wir  können  daher 
auf  sie  den  in  VIII.  11  gezeigten  Satz  anwenden,  wenn  es  uns  ge- 
lingt, ein  solches  Intervall  für  fi  anzugeben,  dass  die  Function  (p  (u,  x) 
für  alle  zu  ihr  gehörigen  Werthe  von  ^  endlich  ist.  Ein  derartiges 
Intervall  ist  z.  B.  (0,  1).  Denken  wir  uns  nämlich  ^  als  positiven 
echten  Bruch,  so  sind  zufolge  der  Umformung  der  Gleichung  (2): 

f^„=(-i)"-v(i-4')(i--t-)-(i-^!-)    (12) 

alle  fi^  absolut  genommen  positive   echte  Brüche.     Wir  haben  also, 
wenn  0  ^  ft  ^  1  und,  wie  bemerkt,  X  <  1  ist, 

|<p(ft^)|<l+X+X^  +  ..-  +  X"  +  ...^l:(l-X) 

d.  h.  es  liegt  |  (p  (^a,  x)  \  unter  der  endlichen  Zahl  1  :  (1  —  |  ^  |). 

Da  cp(\jX)  =  l-\- X  ist,  so  ist  mithin  erwiesen,  dass  die  Summe 
der  binomischen  Reihe  (3)  für  jedes  reelle  x  zwischen  — 1 
und  +1  und  jedes  reelle  ^  die  Potenz  {1 -\- xY  ist. 

16.  Die  binomische  Reihe  für  x  =  —  1  und  x  =  -\-l. 
Aus  der  Formel  (12)  ersieht  man,  dass  wenn  n  grösser  als  ft  +  1 
geworden  ist,  die  Binomialcoefficienten  ^i^  abwechselnd  positiv  und  negativ 
sind.  Je  nachdem  f t  +  1  positiv  oder  negativ  d.  i.  ^i  grösser  oder  kleiner 
als  —  1  ist,  nimmt  der  absolute  Betrag  von  ^^  vom  genannten  Werthe 
von  n  an  mit  wachsendem  n  beständig  ab  oder  zu.     Aus  dem  Umstände, 

dass     die     harmonische    Reihe    ^—    divergent    ist,     ersehen    wir    nach 
Nr.  12,  dass 

lim  I  |t^„  I  =  0  oder  -|-  c»,  je  nachdem  jli>  oder  <  —  1   ist.        (13) 

'«  =  -{-00 

Daraus  folgt  schon,  dass  die  binomische  Reihe  für  x  =  ^1  divergirt, 
falls    ft<  —  1    ist.     Dies    gilt   auch    im  Falle,    dass   ^=  —  1    ist,    weil 

Cn)  =  (-  1)"  '^t. 

Für  x==  —  1   geht  die  binomische  Reihe  in  die  Reihe 

^»(-l)>n  (14) 

0 

über,   deren    Glieder   von    einem   bestimmten    an    sämmtlich    das    nämliche 
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Zeichen  haben.  Das  Verhalten  der  Reihe  (14)  schliessen  wir  unmittelbar 
aus  der  Formel  (H),  welche  die  Summe  ihrer  n -}- 1  Anfangsglieder  giebt. 
Ist  (i — 1>  —  1  d.  i.  fi  positiv,  so  ist  nach  (13) 

lim  ('^-')  =  o. 

Die  Reihe  (14)  convergirt  demnach  und  zwar  hat  sie  die  Summe  Null. 
Ist  aber  ft  —  1  <C  —  1   d.  i.  fi  negativ,  so  divergirt  sie. 

Für  x=  -\- 1  sind  die  Glieder  der  binomischen  Reihe  von  einem 
bestimmten  an  abwechselnd  positiv  und  negativ.  Ist  |ia  >  —  1,  so  nimmt 
ihr  absoluter  Betrag  von  einem  bestimmten  Werthe  des  Stellenzeigers  an 
beim  Wachsen  desselben  beständig  ab  und  zwar  hat  er  nach  Formel  (13) 
bei  lim  w  =  -f-  oo  den  Grenzwerth  0.  Es  convergirt  daher  zufolge  Nr.  9 
die  binomische  Reihe  und  zwar  absolut,  wenn  (x'^0  ist,  und  relativ, 
wenn  (i  zwischen  0  und  —  1  liegt.  Im  ersteren  Falle  dürfen  wir  noch 
das  Sunamationsverfahren  der  vorigen  Nummer  gelten  lassen  und  können 
somit  auf  Grund  desselben  behaupten,  dass  die  Summe  der  Reihe  (3) 
2^*  ist.  Im  zweiten  Falle  ist  dies  zwar  auch  richtig,  kann  aber  nur  mit 
Hilfe  von  Betrachtungen,  die  in  diesem  Werke  nicht  vorkommen,  erwiesen 
werden. 

Fassen  wir  das  Gesagte  zusammen,  so  erhalten  wir  die  folgende  Regel : 
„Für  x  =  —  1  werden  die  Glieder  der  binomischen  Reihe  schliesslich 
gleichbezeichnet,  die  Reihe  convergirt  dann  und  nur  dann,  wenn  fi^  0 
ist.  Für  x  =  -\-  1  sind  ihre  Glieder  von  einem  bestimmten  an  abwechselnd 
positiv  und  negativ.  Die  binomische  Reihe  convergii't  jetzt  dann  und  nur 
dann,  wenn  |Lt  >  —  1  ist,  und  zwar  absolut  nur,  wenn  fi^O  ist.  Der 
Grenzwerth  derselben   ist  in  jedem  Falle,   wo    sie   convergirt,    (l  +  a;)''." 

17.  Entwickelung  der  m^""  Wurzel  aus  einem  Binom  in  eine 
ganze  Potenzreihe. 

Bringt  man  die  positive  Zahl  a  auf  die  Form  A"*  -\-  c,  wo  A 
eine  positive  rationale  Zahl  bedeuten  möge,  so  hat  man 


'v^=?ä''^«  =  a1/i  +  ^  =  a(i  +  ^„)'". 

Ist   I  c  I  :  A"*  ^  1,   so   kann  man   diese  Potenz  nach  dem  binomischen 
Satze  in  Nr.  15  und  16  in  eine  Reihe  entwickeln.    Man  findet  hiemach 

~      ^  mA— ^  2A     V,nA— V   "^*" 

d.  i.  wenn  wie  in  VIII.  7    c  :  7n  A"*  ~'^=  B  gesetzt  wird, 

'■it/ÄM^  =  A+B-^B^  +  ---.  (15) 

Ist  dabei  c  positiv,  so   sind  die  Glieder  der  Reihe  (15)  vom  zweiten 
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an  abwechselnd  positiv  und  negativ.  Dabei  nehmen  sie,  wie  sich 
aus  den  Bemerkungen  über  die  Binomialcoefficienten  am  Eingange 
der  vorigen  Nummer  unmittelbar  ergiebt,  dem  Betrage  nach  mit 
wachsendem  Zeiger  beständig  ab  und  convergiren  gegen  die  Null  als 
Grenzwerth.     Mithin  ist  nach  Nr.  8 

Ä  +  B-'^B'K  'V^+~c  <^-\-B 

oder 

0<A  +  J5->/ÄM=^<^^^-  (16) 

Dies  ist  ein  neuer  Beweis  der  Formel  (15*)  auf  S.  197,  jedoch  nur 
unter  der  Voraussetzung,  dass  c :  A"*  ^1  d.  i.  JB^Aim  ist. 

Setzt  man  hier  A=l  c  =  d,  also  B  =  d:m^  so  kommt  man  auf 
die  Formel  (1)  auf  S.  193 

0<l+^-Vr+li<'^d'  (16*) 

zurück,  wobei  man  sich  jedoch  0  <i  d  ^1  zu  denken  hat.  Dass  die  hier 
auftretende  Differenz  positiv  ist,  wurde  schon  in  VIII.  6  allgemein  ge- 
zeigt. Dass  auch  die  zweite  von  diesen  Beziehungen  für  <?  >  1  gilt, 
kann  mit  Hilfe  einer  andern  binomischen  Reihe  leicht  nachgewiesen 
werden  (vgl.  Uebung  16)  auf  S.  273). 

Die  Verwendung  der  Formel  (16)  zur  Verbesserung  der  durch  das 
gewöhnliche  Wurzelausziehen  gewonnenen  Näherungswerthe  wurde  schon 
auf  S.  197  f  berührt. 


18.  Die  logarithmische  Reihe.  ^) 

Setzen    wir    in    der    Formel  (24)    auf    S.  220    a  =  1  -\-  x    und 
1  '.n  =  II,  so  nimmt  sie  die  Gestalt  an 

lim  ^^  +  ^^''~^  =  ^1  +  ^).  (17) 

Dabei    braucht    indess    die  VeränderKche  ft   nicht    auf  Stammbrüche 
beschränkt  zu  werden.^) 


1)  Diese  Ableitung  der  logarithmischen  Reihe  rührt  von  Euler  (Intro- 
dnctio  I.  §  119)  her. 

2)  Man  kann  nämlich  die  Formel  (17)  nach  Cauchy  (C.  d' Analyse  p.  170) 
auch  aus  der  Exponentialreihe  ableiten,  wodurch  die  angegebene  Beschränkung 
wegfällt.     In  der  That  ist  nach  der  Gleichung  (6)  auf  S.  258 

(1  -f  xy  =  e^i(i+^)  =  1  -f.  ^z(i  -fo?)  +  ^'[^(^H-^)]'  _^ — ^ 

somit 

woraus    durch    den    Grenzübergang   lim  ^  =  0    nach    dem  Satze    in  Nr.  13    die 
Formel  (17)  i.  T.  sich  ergiebt. 
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Lässt  man  das  Argument  x  in  der  binomischen  Reihe  eine  Zahl 
zwischen  —  1  und  -|-  1  sein  und  entwickelt  die  Binomialcoefficienten 
^^  in  ganze  Functionen  je  w*®^  Grades  von  \i,  so  kann  man  dieselbe 
nach  dem  C  au chy 'sehen  Satze  in  Nr.  11  ohne  Aenderung  ihrer 
Summe  in  eine  ganze  Potenzreihe  von  \i  verwandeln.^) 

Wir  haben  also  in  der  Reihe  (3)  für  n  =  1,  2  •  •  • 
^f/.(^  — l)---(^  — n  +  i) 

=  (-l)'-'^+(-l)'-X.^^  + •••  +  (- 1)"-«,,.^^+-  +  ^    (18) 

zu  setzen,  wobei  die  a«,^  positive  Zahlen  sind.  In  der  so  erhaltenen 
Doppelreihe  ersetzen  wir  alle  Glieder  durch  ihre  absoluten  Beträge. 
Ist  \x\='K.  und  I  ^  I  =  il^f,  so  kommt  jetzt  neben  X"  der  Ausdruck 


f  +  a^.itf^  +  . . .  +  «„,, JM-- +  . . .  +  ^" 

ZU  stehen,  in  welchem  durch  einen  Blick  auf  die  Formel  (18)  das 
Product 

Jf  (ilf  +  1)  .  • .  (itf  +  {n  —  D)  :  n\ 

erkannt  wird.     Dasselbe  ist  identisch  mit  ( —  1)"  (         )•     Es  liefert 

also  die  Doppelreihe  aus  den  genannten  absoluten  Beträgen  die 
Horizontalsummen 

1,    (-  U)  (-  X),    (- ^)  X\  ■ . ,  (-j^)  (-  X)"  . . ., 

welche  wieder  eine  binomische  und  zwar,  da  X  <  1  ist,  die  con- 
vergente  Reihe 

i  +  i-M)  (-  X)  +  (-f)  (-  xy  +  ---  +  (-f)  (-  X)«  + ... 

bilden.  Die  Bedingung  des  Cauchy 'sehen  Doppelreihensatzes  in 
Nr.  11  ist  mithin  erfüllt.  Also  dürfen  wir  die  binomische  Reihe  (3) 
nach  Verticalreihen  summiren  d.  i.  nach  Potenzen  von  ^  ordnen. 
Hierbei  erhält  ^  den  Coefficienten 


ir(-i)"-'?  =  ^.- 


Bezeichnen   wir  den   Coefficienten  von  ^"   allgemein  mit    X„,  so  er- 
halten wir  demnach  die  Umformung 

(l+^>'=l  +  X.^  +  X,^^+...+X„a"+.... 

Daher  ist,  wenn  fi  nicht  Null  ist, 


1)  Cauchy,  C.  d'Analyse  p.  545. 
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und  somit  nach  dem  Satze  in  Nr.  13 

Stellt  man   diese  Formel  der  Gleichung  (17)   gegenüber,  so  erkennt 
man,  dass  für  jedes  x  zwischen  —1  und  -f- 1 

Z(l+^)  =  *-|-'  +  i|^-...+^=^Ö"  +  ...  (19) 

ist. 

Aus  dem  Satze  auf  S.  236  erkennt  man  sofort,  dass  die  auf  der 
rechten  Seite  von  (19)  befindliche  Reihe  für  aUe  die  genannten  x 
absolut  convergirt  und  für  jene  x,  deren  Betrag  grösser  als  1  ist, 
unbedingt  divergirt.  Für  x  ^=  -\-  1  divergirt  sie,  da  sie  in  die  har- 
monische Reihe  (S.  235)  übergeht.  —  Dass  die  Gleichung  (19)  auch 
für  X  =  1  gilt,  dass  also 

ist,  lässt  sich  mit  den  bisher  vorgeführten  Sätzen  nicht  mehr  beweisen. 
19.  Vertauscht  man  in  (19)  x  mit  —  x^  so  erhält  man  die  Formel 

-  ;(i -«)=«+ f' +  !-'  +  •••      (-i^^<  +  i) 

und  durch  Addition  dieser  und  der  Formel  (19) 

«[z:|  =  2{x+f +  f +••■}         (_1<^.<+1).      (20) 

Bricht  man  diese  Reihe  beim  h^^  Gliede  ab  und  setzt  ^  =  +  X  (X>  0), 
so  ist  der  Fehler  +  R,.^  wobei 

Es  ist  demnach 

^*<llTT  +  ^T  +  -  =  lf+T  =  a-^^)-         (21) 

Wenn  irgend  eine  positive  Zahl  N  vorgelegt  wird,  so  liefert  die 
Gleichung 

l-\-X  ^r  N—1 


l-x  N-\-l' 

also  für  X  einen  Werth,  der  seinem  absoluten  Betrage  nach  unter 
der  Einheit  liegt.  Somit  kann  IN  durch  die  Reihe  (20)  erhalten 
werden,  jedoch  zur  numerischen  Berechnung  ist  sie  in  der  Regel  nicht 
geeignet.     Auf  diese  Weise  ist  berechnet  worden 

'2  =  2  { i  +  3^,  +  5-^e  +  •  •  • }  =  0,69314718. 

Setzt  man 

N  =  {a  -\-li):  a, 
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unter  a  eine  positive,  unter  h  eine  Zahl  >  —  a  verstanden-,  so  wird 

x='h'.{2a  +  h) 
und  man  findet 

^a  +  %)-la  =  2{^^  +  \{^^'+...].  (22) 

Der  Unterschied  der  Logarithmen  zweier  Zahlen  lässt  sich  in  eine 
nach  den  ungeraden  Potenzen  des  Quotienten:  Unterschied  der  Zahlen 
dividirt  durch  ihre  Summe,  fortschreitende  Reihe  entwickeln.  Für 
a  =  4,  h=l  folgt  aus  (22) 

16  =  212  +  2{^  +  |i  +  ...}=  1,60943791. 

Man  hat  nun  auch 

110  =  12  +  16  =  2,30258509 

und  damit  den  Modulus  M  des  Briggischen  Systemes 

M=  1:110  =  0,4342944819  .... 

20.  Nach  Ermittelung  des  Modulus  des  Briggischen  Systemes 
lassen  sich  die  Reihen  (20),  (22)  auch  zur  Berechnung  der  ge- 
meinen Logarithmen  verwenden.  So  findet  man  aus  (22)  durch 
Multiplication  mit  M  (VIIL  12) 

log(„+.)  =  log«+2i^{^,  +  i(^,)V|(,-^„)V.-}-    (23) 

Das  erste  Glied  dieser  Reihe  reicht,  wie  Koralek  bemerkt  hat^),  hin, 
um  die  Logarithmen  aller  Zahlen  N  von  10^  bis  10^  auf  sieben  De- 
cimalen  zu  berechnen,  wenn  die  Logarithmen  von  2,  3,  7,  11,  13 
bekannt  sind.  Dabei  kann  man  freilich  nur  behaupten,  dass  der 
Fehler  des  auf  diese  Weise  berechneten  Logarithmus  dem  Betrage 
nach  stets  unter  10"'^  (nicht  unter  ^10~'^)  liegt.  Man  erhält  ihn 
nämlich,  indem  man  die  Glieder  log  a  und  2  Mh  :  (2 a -\- h)  auf  je 
acht  Decimalen  mit  der  Correctur  berechnet,  ihre  beiden  Näherungs- 
werthe  a  ß  addirt  und  deren  Summe  6  mit  Rücksicht  auf  die 
Correctur  auf  sieben  Decimalen  verkürzt.  Die  verkürzte  Summe  sei 
6\  so  dass  \6  —  (?'|<-^10~'^  ist.  Es  genügt,  h  als  positiv  anzu- 
sehen. Bezeichnen  wir  die  Summe  aller  auf  das  zweite  folgenden 
Glieder  der  rechten  Seite  von  (23)  mit  R^,  so  haben  wir  nunmehr 

log  (a-{-h)  —  6'  =  log  (a -\- h)  —  ö  -\-  (0  —  0') 

=  (log  a-«)  +  (^-^) +2?, +  (<.-.?')•     (24) 
Das    erste    und    das    zweite   Glied    dieser  Summe    sind    dem    Betrage 


1)  Vgl.  Koralek,  Methode  nouv.  par  calculer  rap.  les  logarithmes  etc. 
Paris  1851  oder  A.  Lorey,  Das  Neueste  und  Interessanteste  aus  der  Logarithmo- 
technik.     Weimar  1852. 
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nach    kleiner    als    ^10~^.      Für   B^    gewinnt   man    aus    (21),    h  =  1, 
X  =  h:{2a-\-h)  und  h  =  au  setzend,  die  Ungleichung 

^<^#(4-«)Mi-(-4-«rK=^^)- 

Nehmen  wir  dann  \u\  so  klein  an,  dass 

2-il>    d.i.    ir.^A  (25) 

ist,  so  ergiebt  sich  aus  (24),  dass,  wie  behauptet  wurde, 

1      1      .     1     J:_  _  J^ 
10'  ~~  lö"' 


li«  +  ^i^'- 


log(a  +  /^)  — ö'l  < 


10'    '     2 


ist.     Die  Ungleichung  (25)  d.  i. 


2Mu^ 


< 


3  •  4  (2  +  I*)  (1  4-  t*)  =  10 


Die  linke 


ist  sicher  erfüllt,  wenn  wir  u  kleiner  als  ^  annehmen. 
Seite  ist  nämlich,  da  2il[f  <  1,  dann  numerisch  kleiner  als 

1     _1_  _  243 

¥  '  250^         1¥' 

Die  Einschränkung  |w|<  1:126  erzielt  Koralek  auf  folgende  Art. 
Zunächst  dividiren  wir  die  gegebene  Zahl  N  durch  10  000  und  multipli- 
ciren  den  Quotienten  v  mit  einer  solchen  Zahl  p^  deren  Logarithmus  aus 
den  gegebenen  sich  unmittelbar  ergiebt,  so  dass 

800<i?i;<  1000. 
Derartige  Factoren  sind: 

p  =  9  für  die  Zahl  v  zwischen  100  und  111 


111    , 

,  125 

125  , 

,  142 

142  , 

,  166 

166 

,  200 

200  , 

,  250 

250  , 

,  285 

285  , 

,  333 

333  , 

,  400 

400  , 

,  500 

500  , 

,  600 

600  , 

,  666 

666  , 

,  800. 

(log  5  =  1  -  log  2) 


T        55  55  55  55  55 

Somit  ist  die  Aufgabe  zurückgeführt  auf  die  Berechnung  der  Logarithmen 
der  ganzen  Zahlen  zwischen  800  und  1000.  25  von  diesen  Zahlen  ent- 
halten nur  die  Primfactoren  2,  3,  5,  7,  11,  13;  ihre  Logarithmen  sind 
somit  bekannt.  Diese  Zahlen  sind  800,  810,  819,  825,  832,  840,  845, 
858,  864,  875,  880,  891,  896,  900,  910,  924,  936,  945,  960,  968,  972, 
975,  980,  990,  1000.  Bilden  wir  den  Unterschied  je  zweier  benachbarten 
und  dividiren  ihn  durch  die  doppelte  kleinere  Zahl,  so  erhalten  wir  höchstens 

960  —  945  1 

2-945  126' 

Das  ist  das  Maximum  von  u. 
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Die  Logarithmen  der  genannten  25  Zahlen  sind  auf  acht  Stellen  mit 
Correctur  zu  berechnen.  Ist  v  •<  800,  dagegen  pv  zwischen  800  und 
1000  gelegen,  so  dass  pv==a  -\-h  ist,  wo  a  eine  der  soeben  erwähnten 
Zahlen  bedeutet,  so  hat  man 

log  V  =  —  log  p  -{-  log  {a  -\-  h). 
Es  tritt  somit  zur  rechten  Seite  von  (23)  noch  das  Glied  —  ^ogp. 

Denken  wir  uns  dasselbe  auch  bis  auf  8  Decimalen  berechnet,  so  gilt, 
wenn  man  beim  2.  Gliede  von  (23)  abbricht,  noch  immer  die  obige  Fehler- 
grenze.    Denn  es  erscheint  in  (25)  bloss  3,5   anstatt  des  Zählers  4. 

Die  Logarithmen  der  Zahlen  2^  3,  1,  11,  13  müssen  mit  Hilfe 
der  Reihe  (23)   auf  mehr  als   7  Stellen  berechnet  werden.     Man  hat 

101og2=logl024  =  logl000  +  2Jtf{^  +  i(^V+...}, 


41og3=log81      =log80     +2M{-^  +  ^-^)+- 
41og  7  =log2401=log2400  +2Jf{j^  +  i(jAj)'+...} 

2  =  logl00  =  21og3  +  logll+2ilf{^  +  i(--^)V...j 
log  13  4-  logll  +  log?  =  log  1001  =  loglOOO 
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l)  Ausgangspunkt  der  Lehre  von  den  absoluten  reellen 
Zahlen  nach  Weierstrass.  Lässt  man  die  Zahlen  öq,  a^  •••  a„  ••• 
in  Nr.  1  positiv  und  rational  sein  und  nimmt  an,  dass  ihre  Partialsummen 
^0  ^1  * "  ^n  ' ' '  sämmtlich  unter  einer  bestimmten  (d.  i.  von  n  unab- 
hängigen) Zahl  A  liegen,  so  ist  s^  nach  dem  7.  Satze  in  VII.  5  eine  con- 
vergente  Function  von  n.  Im  Falle ,  dass  s^  bei  lim  n  ==  -\-  oo  nicht 
einen  rationalen  Grenzwerth  hat,  wird  der  Zahlenreihe  «q,  a^  •••  ein 
neues  Ding,  die  irrationale  Zahl  (a^),  zugeordnet.  Von  der  convergenten 
Function  s^  gelten  die  in  der  Üebung  l)  auf  S.  177  gemachten  Be- 
merkungen. Demnach  können  wir  zwei  neue  Dinge  (a„)  (p„),  wobei  auch 
die  h^  sämmtlich  positiv  und  rational  sein  sollen,  in  der  a.  a.  0.  ange- 
gebenen Weise  vergleichen.  Es  sei  also  (a„)  =  (6„),  wenn  die  Ein- 
heit und  jeder  Stammbruch  1  :  ^  in  beiden  Zahlen  gleich  oft 
enthalten  sind.  Von  dieser  und  den  entsprechenden  Erklärungen  über 
die  grössere  und  kleinere  unter  zwei  ungleichen  Zahlen  ausgehend,  ent- 
wickelt Weierstrass  die  Lehre  von  den  absoluten  reellen  Zahlen.  Als 
Summe  (a„)  -f-  (&„)  erklärt  er  die  zu  den  Gliedern  %  -\-  h^,  «i  +  ?>i  •  •  • 
dn  ~\~  ^n  "  '  gehörige  Zahl  (a^  -f~  ^n) '  ^^^  Product  (aj  •  (b„)  die  zu  den 
Gliedern 

a.K        0  =  0,1,2...) 

gehörige  Zahl  (vgl.  Nr.  7). 
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Die  relativen  reellen  Zahlen  gewinnt  Weierstrass  durch  Paarung 
der  absoluten  reellen  Zahlen  in  ähnlicher  Art,  wie  im  III.  13  die  rela- 
tiven rationalen  Zahlen   aufgestellt  wurden. 

Weierstrass'  Lehre  von  den  reellen  Zahlen  in  der  ursprünglichen 
Gestalt  gaben  E.  Kossak  (Die  Elemente  der  Arithmetik,  1872)  und 
0.  Biermann  (Theorie  der  analytischen  Functionen  1887,  S.  19),  in  der 
späteren,  streng  logischen  Form  S.  Pincherle  (Battaglini  Giornale 
T.  XYin,  S.  185).  Zur  Vervollständigung  der  letzteren  Darstellung  dient 
die  „Bemerkung  zur  Theorie  der  irrationalen  Zahlen"  von  v.  Dantscher 
(Ber.  d.  naturw.-mediz.  Vereins  Innsbruck  Bd.  XVII,   1888,  S.  l). 

2)  Die  Grenzwerthe  der  unendlichen  Reihen 
1+  2a  +  3a2-| na''-^  -\ 

^+rr)»+rr)«^+-+o-"'+-  («»=2,3...) 

im  Falle  dass  |a|  <  1  ist,  aus  den  zu  üebung  2)  auf  S.  221  gefun- 
denen Summenformeln  durch  den  Grenzübergang  lim  w  =  -f-  oo  zu  er- 
mitteln. 

3)  Desgleichen  den  Grenzwerth  der  unendlichen  Reihe 

l-f(a  +  &)  +  (a2-fa&  +  &2)-^ \-{(f-\-a''-^h-\ [- aV" -\-})'') -^  - - 

für  den  Fall,  dass  a  und  h  von  einander  verschieden  und  beide  dem  Be- 
trage nach  kleiner  als  1  sind,  aus  der  in  Uebung  3)  a.  a.  0.  verlangten 
Summenformel.  —  Er  ist  1  :  (l  —  öt)  (l  —  fe). 

4)  Unter  welcher  Bedingung  lässt  sich  der  Bruch      in  eine  ganze 

Potenzreihe  von  x  —  x'  und  unter  welcher in  eine  solche  von — , 

X  —  a  X  —  X 

entwickeln?     (Besonderer  Fall  ic'  =  0.) 

Anleitung.     Man  setze 

11  1  11  1 


a  —  X 


und  entwickle   jedes  Mal   den   zweiten  Bruch   in   eine  geometrische  Reihe. 
Besonderer  Fall.    Der  von  S.  90  her  bekannte  Bruch  P :  (e^  —  1), 
worin  P  <  e^  ist,  liefert  die  Entwickelung: 


5)  Man  weise  die  Convergenz  der  geometrischen  Reihe  unter  der  auf 
S.  228  angegebenen  Bedingung  mittels  des  allgemeinen  Convergenz- 
kriteriums  in  Nr.  2  nach. 

6)  Mit  Hilfe  der  Ungleichung  (5*)  auf  S.  231  lässt  sich  leicht  zeigen, 
dass  wenn  die  unendliche  Reihe  %  -\-  cii  ~\-  ■ "  convergirt,  ihr  allgemeines 
Glied  a^  eine  endliche  Function  von  n  ist  d.  i.  dass  es  eine  positive 
Zahl  B  giebt,  unter  welcher  jedes  ihrer  Glieder  seinem  Betrage  nach  liegt. 

7)  Convergiren  die  unendlichen  Reihen  «o  ~t"  %  H ^^^  ^o  ~l~  ^i  H 

und  ist  ^        ^  / 

(^n^c„^\         (^  =  0,1,2...), 
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(ohne  dass  jedoch  hier  stets  das  Zeichen  =  steht),  so  convergirt  auch  die 
unendliche  Reihe  Cq  -\-  c^  ~{-  •  •  -  und  zwar  hat  man 

QO  QO  OO 

0  0  0 

Ist  O'n'^^n  (>^  =  0, 1,  2  •  •  •)  und  hat  «o  ~1~  %  H \~  ^n  ^^^  lim w  =  -|-  c» 

den  Grenzwerth  +  cx),  so  auch  Cq-\-c^-\ +  c^ •    Ist  c^ ^ &^  (w = 0, 1, 2 •  •  •) 

und   hat   ^o  ~l~  ^i  ~l~  " ' '  ~f"  ^n   ^^^   ^™  n=  -\-  oo    den   Grenzwerth   —  oo, 
so  auch  Cq  -\-  c^  -\-  ••■-{-  c^. 

8)  Auf  ähnliche  Art,  wie  auf  S.  235  die  Divergenz  der  harmonischen 
Reihe  bewiesen  ist,  lässt  sich  zeigen,  dass  die  unendliche  Reihe 


l  +  a 


convergirt  oder  divergirt,  je  nachdem  a  positiv  oder   negativ  ist. 

Ein    zweiter    Beweis    dieses    Satzes    ergiebt    sich    mit    Hilfe    der    Un- 
gleichungen 


1 

1                  a       ^         1 

1 

(w+1)«  "^  wi  +  «  ^  {n  —  iy 

n<^ 

n«' 

welche   man   aus   der  Formel  (8)   auf  S.  202    ableiten  kann.     Sie  führen 
auch  zum  Beweise  der  Dirichle tischen  Formel 


00 

lim  a,  ^«— j-.—  ==  1. 


9)  Giebt  es  positive  Zahlen  x,  ^  von  der  Art,  dass  unter  Tc  eine 
constante   ganze  Zahl   verstanden,   für  jeden   Werth   von  n   grösser   als    ^ 

"^(^n+k  ^  ^  ^^^1  ^^  divergirt  die  unendliche  Reihe    «o  "f"  %  ~l~  "  *  ~l~  ^«  H ' 

deren  Glieder  mindestens  von  einem  bestimmten  an  sämmtlich  positiv  sind. 
Dies  ist  somit  stets  der  Fall,  wenn  wa^^^  bei  limw=-}-^^  einen  posi- 
tiven Grenzwerth  hat.  (Der  Satz  folgt  unmittelbar  aus  dem  Satze  l)  auf 
S.  235.) 

Z.  B.  es  divergirt  die  Reihe  mit  dem  allgemeinen  Gliede 


a^  == 


ccn-\-  ß' 
worin  a  ß  beliebige  reelle  Zahlen  bedeuten,  jedoch  o;  ^  0  sein  soll. 

10)  Beweis  des  folgenden  Doppelsatzes.  „Wenn  die  unendliche  Reihe 
cIq  +  %  -|-  «2  H convergirt  und  die  Zahlen  &q,  \  •  •  •  h^  •  •  •  bei  wach- 
sendem n  dem  endlichen  Grenzwerthe  h  in  einem  Sinne  sich  nähern  — 
oder  wenn  die  Partialsumme 

«n=«o  +  «i  H h«„ 

eine  endliche  Function  von  n  ist  (S.  170)  und  die  Zahlen  &q,  &i  •••&„••  • 
in  der  angegebenen  Weise  dem  Grenzwerthe  Null  sich  nähern,  so  con- 
vergirt die  unendliche  Reihe 

flo&o  +  «1^1  H h  f^nK  H — •" 

(Abel,  Oeuvres  I.  p.  222;  Dirichlet,  Zahlentheorie,  4.  A.   S.  376.) 
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Der  Satz  ergiebt  sich  mittelst  des  Verfahrens  der  partiellen  Summirung 
d.  i.  der  Umformung 

n  n  71  —  1 

Ol  0 

indem  man  darin  n  ins  Unendliche  wachsen  lässt. 

11)  Durch  Multiplication  der  beiden  geometrischen  Reihen 

l  +  a  +  a2  +  -.-     (|«|<1)     und     l-\-l^l^^...     (|Z>|<1) 

gewinnt  man  ebenfalls  die  unter  3)  erwähnte  Formel. 

12)  Durch  Multiplication  der  beiden  Exponentialreihen  (S.  258) 

1+^  +  ^2 +  •■■  +  £  +  •••'     i+2'+r^  +  --  +  S  +  - 

erhält  man  die  Exponentialreihe 

i+(^+2/)  +  M  +  ...  +  M  +  .... 

Auch  hieraus  folgt  mittelst   des  Satzes  in  Vm.  11,   dass  die  Summe  der 
Exponentalreihe  <f  ist,  wobei  e  durch  die  Formel  (9)   S.  259   erklärt  ist. 

13)  Die  Formel  (ll)  auf  S.  262  für  sich  durch  den  Schluss  von  n 
auf  n-\-l  zu  beweisen. 

14)  Denkt  man  sich  in  der  binomischen  Reihe  (S.  260)  das  Argu- 
ment negativ,  setzt  also  x=  —  X  (X>  O),  so  sind  die  Glieder  derselben, 
falls  nur  w  >  |it  -f-  1  ist,   gleichbezeichnet.      Man   ermittele   für   den  Rest 

QO 

r^  =  ^r  \l   j\  X^  eine  obere  Grenze. 

n 

a)  Ist  ^-\-  1  <^0,  so  nimmt  der  Bruch  1 ^^  mit  wachsendem  n 

beständig  ab.     Daraus  findet  man  leicht,  dass 

b)  Ist  fi  -\-  1  ^  0,  so  bleibt  nichts  übrig,  als  die  Formel  (c)  auf 
S.  257  sinngemäss  zur  Anwendung  zu  bringen.     Setzt   man  dort   m  =  w, 

-B'  =  1  —  X  (X  kleiner  als  1:2  angenommen),  g  =    l  j   JR'^,  so  findet  man 


r„< 


Oh^-i^-  (ß) 


15)  Man    berechne    mit   Hilfe    der    binomischen    Reihe    auf   zwanzig 
Decimalen  unter  Berücksichtigung  der  Correctur  die  Potenzen 

'')  Ö'    '')  & 

(vgl.  S.  222).     Zur  letzteren  Rechnung  benöthigt  man  die  Formel  («). 

16)  Man  kann  die  Giltigkeit  der  Formel  (16*)  auf  S.  265  für  cl=l 
und  die  Werthe  von  d  grösser  als  1  beweisen,  indem  man 

1      d 
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setzt    und    bemerkt,    dass    1 :  (l -|- c?)^-'^'    kleiner    ist    als    die    Summe    der 
drei  ersten  Glieder  der  binomischen  Reihe  für  die  Potenz 


1    ■  <* 


irh)) 


17)  Der  Ausdruck  (b)  auf  S.  225  liefert  mit  Hilfe  der  Reihen- 
entwickelungen 

^ ""  ¥  r  + 1  — 10-'}  ^  -^  +  2 '  lö^  +  ¥ '  ro^  "1 

lognep&=10'^(^){l  +  iT^  +  --}- 

18)  Die  Antilogarithmen  von  Bürgi  beziehen  sich  auf  die  Basis 
1,0001.     Man  berechne  den  zugehörigen  Modulus,  allgemein  den  zur  Basis 

•^  +  m  gehörigen. 

19)  In  einer  Tafel,  welche  die  gemeinen  Logarithmen  aller  Zahlen 
von  10"*  bis  10"^+^ — 1  giebt,  beginnt  die  Mantisse  des  zweiten  Logarith- 
mus d.  i.  des  von  lO'^-f-l  mit  den  nämlichen  geltenden  Ziffern,  wie 
der  Modulus  des  Briggs'schen  Systems.     Woher  kommt  das? 

20)  „Hat  die  Function  a^  von  n  die  Eigenschaft,  dass  sich  der 
Quotient  G,n+k+i/%+k-)  worin  k  irgend  eine  feste  ganze  Zahl  bedeutet, 
auf  die  Form  bringen  lässt: 

^^±^  =  1  +  ^  +  ^  («  >  0),  (a) 

unter  jm.,  a  constante  Zahlen  und  zwar  unter  der  letzteren  eine  positive 
und  unter  co(n)  eine  Function  von  w,  welche  bei  liuin  =  -\-cX)  einen 
endlichen,  von  Null  verschiedenen  Grenzwerth  besitzt,  verstanden; 
so  hat  a^  von  einem  bestimmten  Werthe  des  Stellenzeigers  n  an  Werthe 
des  nämlichen  Vorzeichens  und  bei  lim  n  =  -\-  Oü  einen  Grenzwerth, 
der,  je  nachdem  fi  positiv.  Null  oder  negativ  ist,  unendlich, 
endlich  und  von  0  verschieden  oder  Null  ist." 

Der  Satz  folgt  sofort  aus  dem  in  Nr.  12  und  dem  in  Uebung  8). 

21)  „Unter  den  nämlichen  Voraussetzungen  über  a„  con- 
vergirt  die  unendliche  Reihe 

«0  +  %  +  «2  H (b) 

dann  und  nur  dann,  wenn  jw,  <<  —  1   ist." 
Setzt  man 


^+:+5^^=(^+:)(i+^'")' 


so  ist 


X„  = 


CO  (n) 


n 


l  +  a 


(^+:). 
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wobei  (X)  (n)  von  einem  bestimmten  Werthe  n  =  m  an  stets  dasselbe 
Zeichen  hat.  Da  die  Reihe  Un"^'"  convergirt,  so  nach  dem  Satze  3) 
S.  237  auch  die  Reihe  -SX„.     Nun  ist  nach  (a) 

n  —  1  n  —  1 


Zufolge   des    soeben    erwähnten   Satzes   verhält    sich   die   unendliche   Reihe 

n  —  l 

2a„  gerade  so,   wie  die  Reihe  mit  dem  allgemeinen  Gliede    /^/  (l  H ) 

m 

d.  i.  wie    die    binomische   zum    Exponenten    —  ^  —  1    für   x=  —  1 ,   weil 

n  —  l 

nach   dem    Satze   in   Nr.  12    /r/(l-f-^„)    bei  limw==-)-oü    einen   end- 

m 

liehen,  von  Null  verschiedenen  Grenzwerth  hat. 

NB.    Für    ft  ==  — -  1    geht    die   Reihe    mit    dem    allgemeinen    Gliede 

n—l 

/;•/  (1  -|-  —  J    in    die  harmonische    (S.  235)    über.      Ist  (i  eine  natürliche 

m 

Zahl,  so  ist  die  ebengenannte  Reihe  für  sich  zu  betrachten.     Ihre  Divergenz 
ergiebt  sich  unmittelbar  aus  dem  Satze  2)  in  Nr.  12. 

22)  Man  zeige  mit  Hilfe  der  binomischen  Reihe  und  des  Satzes  in  20), 
dass  falls  0  <  jit  <  1   und  0  <  a?  ^  1   ist, 


o<{i  +  xy 


1+   r 


<'^^1^.3,(,+  i:^^.    ^,) 


Die  Formel  gilt  auch  für  ^  >  1,  wie  sich  mit  Hilfe  des  Mittel werthsatzes 
der  Differentialrechnung  darthun  lässt. 
23)   Setzt  man  in  (c) 

|tt  =  1  ;  m       X  =  (a  —  Ä'")  :  ^'", 

hierauf  der  Kürze  wegen 

a  —  A"'=c       c:  m A"*"^  =  B 

und  multiplicirt  mit  Ä^  so  erhält  man  die  Ungleichungen 


in  r — 

o<  y« 

Der  Zusatz 


.m-l    ,    m— 1     c 
m  —  1    c 


m^-\     B'  ,s 


12         A' 


:H'"-+'^1)=/- 


zum  r-ziffrigen  Näherungswerthe  A  der  m*®*^  Wurzel  aus  der  gegebenen 
Zahl  a  (S.  194)  heisst  die  Lambert'sche^)  Ergänzung  desselben.  Setzt 
man  wie  auf  S.  197    k  —  r  —  s-\-l=l, 


1)  Lambert,  Beiträge  11.  S.  152. 

stolz  u.  Gmeiner,  theoret.  Arithmetik.   IL  19 
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y^=  A  +  t;10'  -\-  X  B  =  hlO'  +  R', 

ferner 

L  =  }{ 10'  +  B"         (0  ^  B"  <  lOO , 

so  erhält  man  aus  (d)  zur  Vergleichung  der  ganzen  Zahlen  v  und  //  die 
Beziehungen 

und  zwar  auf  ähnliche  Weise  wie  die  Ungleichungen  (19)  a.  a.  0. 

Gewöhnlich  darf  man,  wie  dort  bemerkt  ist,  Ä  -|-  1  ^  10*  annehmen. 
Ist  femer 

'"'-'<10', 


so  ergiebt  sich  aus  (e),  dass 


12e^ 


Setzt  man  s  =  2r  —  i  —  2,  so  ist  demnach 

O^v  —  li<.  1 

d.  i.  V  ist  entweder  gleich  //  oder  li  -{-  1. 

24)  „Man  stelle  die  absolute  Convergenz  der  Reihe 

^+-f+G)(r+-+(:)(:-)"+-       w 

fest  und  zeige,  dass  für  die  dem  Convergenzintervalle  angehörigen  x  ihre 
Summe 

ist."    (Hierzu  entwickelt  man  die  Binomialcoefficienten  I    J  nach  steigenden 

Potenzen  von  x  und  weist  nach,  dass  die  auf  diese  Art  erhaltene  Doppel- 
reihe {a)  nach  Yertikalreihen  summirt  werden  darf.) 

25)  „Es  ist  zu  zeigen,  dass  der  Ausdruck 

i  +  -^  +  -  +  „-^-'» 

bei  lim  n  =  -\-  oo    einen   endlichen  Grenzwei*th   hat."     Zu   diesem  Behufs 
bringt  man  ihn  in  die  Form 

1_;2  +  [^,_;(i  +1)]  +  [..._;(!  +.t.)]  +  ...  +  [_^^  _  ,(i  +  ^A_^)] 

und  entwickelt  die  Logarithmen  nach  Formel  (19)  S.  267.     Der  genannte 
Grenzwerth  ist  die  Euler'sche  Constante  0,5772156649  ••  •. 


X.  Abschnitt. 
Analytische  Theorie  der  complexen  Zahlen. 

1.  Die  Hamilton'schen  Zahlenpaare. 

Da  die  Gleichung  x^  =  —  1  keine  reelle  Wurzel  hat^  so  sucht 
man  ihr  durch  Erweiterung  des  Systemes  der  reellen  Zahlen  Auf- 
lösungen zu  verschaffen.  In  der  allgemeinen  Arithmetik  ist  dabei  so 
vorzugehen,  dass  sämmtliche  Regeln  über  das  Rechnen  mit  den  reellen 
Zahlen  auch  für  die  neuen  Zahlen  Giltigkeit  erhalten.  Es  ist,  wie 
sich  sofort  zeigen  wird,  in  der  That  möglich,  diese  Forderung  zu 
erfüllen  und  zwar  nur  auf  eine  Weise. 

Um  die  zur  Aufstellung  der  neuen  Zahlen  erforderlichen  Er- 
klärungen und  Annahmen  auf  die  geringste  Anzahl  einzuschränken, 
bedienen  wir  uns  hierbei  des  schon  von  III.  7  her  bekannten  Ha- 
milton'schen Verfahrens  der  Zahlenpaarung.  ^) 

1.  Def.  „Der  Zusammenstellung  von  je  zwei  reellen  Zahlen  a^,  ctg 
in  einer  bestimmten  Anordnung  wird  ein  neues  Ding,  das  Paar 
(«1,  «2)  zugeordnet."     Das  Paar  (0,  0)  wird  mit  0  bezeichnet. 

Die  Paare  werden  zu  Grössen  gemacht  durch  die  Erklärung: 

2.  Def.  Zwei  Paare  («j,  a^  (/3^,  ^^  sind  dann  und  nur 
dann  einander  gleich,  wenn  a^  =  ^^  und  cq  =  ß^^  ist.  Insbeson- 
dere ist  dann  und  nur  dann  (a^,  «g)  ==  0,   wenn  a^  ==  0,   ß:^  ==  ^   ist. 

Den  Forderungen  in  I.  2  wird  durch  diese  Erklärung  offenbar 
Genüge  geleistet. 

Welches  von  je  zwei  ungleichen  Paaren  als  das  grössere  be- 
zeichnet werden  kann,  werden  wir  in  Nr.  4  angeben. 

2.  Complexe  Zahlen  mit  zwei  Einheiten.  Ihre  Addition  und 
Subtraction.  -) 

3.  Def.  Als  Summe  zweier  Paare  (c^^,  a^)  (ß^,  ft)  betrach- 
ten wir  das  Paar  {a^  +  ß^j  cc^  +  ft).     D.  i. 

______      («1,  «2)  +  (ft,  Ä)  =  (t^i  +  ft,  «2  -f  A)-  (1) 

1)  Vgl.  W.  R.  Hamilton,  Dublin  Transact.  17  (1837)  S.  393,  Lectures  on 
Quaternions  (1853),  Vorrede. 

2)  Die  Entwickelungen  von  Nr.  2,  3,  5—7  verdankt  man  Weierstrass 
(vgl.  Pincherle  Saggio  etc.  in  Battaglini  G.  XVIII.  p.  203—210). 

19* 


278  X.  Abschnitt.     Complexe  Zahlen  mit  zwei  Einheiten.  [Nr.  2. 

Der  Name  „Summe"  für  die  soeben  erklärte  Verknüpfung  je 
zweier  Paare  wird  gerechtfertigt  durch  das  Bestehen  der  Sätze: 

1)  Neben  {a„  «,)  =  («;,  «;)     (ft,  ft)  =  (ß^  ß,) 
ist 

(«1,  o  +  ißu  A)  =  («;,  <)  +  ißi,  ß,)- 

2)  l(«i,''2)  +  (A,A)!  +  (ri,j'2)  =  («i>«2)  +  {(A,A)  +  (n,J'2)l- 

3)  («1, «,)  +  (ft,  ^,)  =  (ß„  Ä)  +  («1,  a,). 

Dieselben  ergeben  sich  unmittelbar  aus  der  2.  und  3.  Erklärung. 

4.  Def.  Einführung  des  Coefficienten.  Bedeutet  q  eine  reelle 
Zahl,  so  verstellen  wir  unter  Q(a-^^,  a^)  oder  («i;  c^2)(*  {liess  ,,q  an 
((t^jttg)")    das  Paar  (^a^^,  ^«g)- 

Bezeichnen  wir  die  Paare  (1,  0)  und  (0,  1)  bezw.  mit  e^  und  e^, 
so  haben  wir  demnach 

Nach  der  Formel  (1)  ist  ferner 

(«1,0)  +  (0,  «2)  =  (%;  «2); 

somit  erhalten  wir  die  neue  Darstellung 

(«1,^2)  =  «1^1   +  «2«2- 

Zufolge  derselben  soll  von  nun  an  das  Paar  (a^j  oc^  die  complexe 
Zahl  mit  den  Coordinaten  (der  ersten  und  der  zweiten)  a^,  a,; 
e^  e.2  ihre  Einheiten  heissen.^) 

Die  Erklärungen  2) — 4)  lauten  nunmehr  so: 

2)  ,,Es  ist 

«1^1  +  ^2^2  =  ft^i  +  A^2 
dann  und  nur  dann,  wenn  cc^  ==  i\    a^  =  ß^  ist.     Insbesondere  ist 

%^i  +  «2^2  =  Ö 
dann  und  nur  dann,  wenn  «^^  =  0,  a^  =  0  ist." 

3)  Es  ist 

(«1  ^1  +  «2  ^2)  +  (/^i  ^1  +  Ä  ^2)  =  («1  +  A)  ^1  +  («2  +  A)  ^2  •        (2) 

4)  Es  ist 

(>(«l^l  +  «2^2)  =  («l«?!  +  «2^2)(>  =  (9«l)^l  +  {Q«i)^i-  (3) 

Aus  der  letzten  ergeben  sich  unmittelbar  die  nachstehenden  Sätze, 
worin  q,  6  reelle,  a,  h  complexe  Zahlen  bedeuten. 


1)  Im  Folgenden  werden  in  der  Regel  die  griechischen  Buchstaben  reelle, 
die  lateinischen  (neben  natürlichen  Zahlen,  insbesondere  als  Indices)  complexe 
Zahlen  bedeuten. 

Unter  complexer  Zahl  verstand  man  früher  eine  mehrfachbenannte  Zahl 
(vgl.  Bezout,  Cours  de  Math.  1767  I.  S.  105,  Klügel,  Math.  Wörterbuch  IL 
S.  734).  Gauss  (Werke  II.  S.  102)  bezeichnete  damit  die  Summe  einer  reellen 
Zahl  und  der  Quadratwurzel  aus  einer  negativen  Zahl  (vgl.  Nr.  9). 
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1)    ,Jst    a    eine    von    Null    verschiedene    complexe    Zahl     und 
dabei    ga  =  0^    so     muss     q  =  0    sein/'      [Denn    denkt    man    sich 
rt  =  «je^ -|- «2^2?    ^^  ^^^  °^^^  ()ai  =  0  QCC2  =  0,   demnach,  weil  nicht 
beide  Coordinaten  a^,  ofg  verschwinden  sollen,  (>  =  ö.] 
2)  Q(aa)  =  (Q6)a     S)  {Q-\-6)a  =  Qa-{-(3a     A)  Q(a-}-h)  =  Qa -]- Qb. 

Die  Formeln  3)  und  4)   lassen  sich   auf  mehrgliedrige  Summen  aus- 
dehnen d.  h.  es  ist 

(Pi  +  P2  H h  Qm)  a  =  Qia  +  Q^a^ \-  g^a 

Die  Subtraction  der  complexen  Zahlen  ist  stets  möglich 
und  eindeutig.     Der  Gleichung 

'b-\-x  =  aj 

worin  a  =  a^e^-{-  a^e,2,  ^  =  A^i  +  Ae2  sei,  genügt  nämlich  die  Zahl 
X  =  ^^e^ -{- l^e^  dann  und  nur  dann,  wenn 

A  +  ?1  =  «l;      A  +  ?2  ==  «2; 
also 

bl  =  «l  —  A,        l2  =  ^2   —  Ä 

ist.  —  Die  Zahl 

0  —  a  =  (—  «J  e^  +  (—  0^2)  h 

wird  mit  — a  d.  i.  — (a^e^  +  02^2)  bezeichnet  und  heisst  „a  entgegen- 
gesetzt" oder  „Gegenzahl  zu  a".     Man  hat  femer 

—  a  =  —  {a^e^  +  «3^2)  =  (—  «i^i)  +  (—  «2^2)? 
wofür  —  a^e^  —  a^ e^  geschrieben  werden  kann. 

3.  Einfülirung  neuer  Einheiten.  —  Zwischen  den  Einheiten  e^  e^ 
besteht  keine  lineare  Gleichung;  denn  jede  solche  kann  auf  die  Form 
?i^i  +  ^2^2  =  ^  gebracht  werden,  woraus  sich  lediglich  |^  =  |2  =  0 
ergiebt.  Dieser  Satz  gestattet  in  gewissem  Sinne  eine  Umkehrung. 
Die  Einheiten  e^  e^  lassen  sich  durch  jedes  Paar  von  Zahlen 

«  =  «1^1 +  «2^2       ^  =  A^i  +  Ä^2  (4) 

ersetzen,  zwischen  denen  keine  Gleichung  von  der  Form 

aa-\-  ßh  =  0 
besteht,  oder  was  dasselbe  besagt,  deren  Determinante 

<^  =  «iA  —  A«2 
von   Null    verschieden   ist.     Unter    dieser  Voraussetzung   findet    man 
nämlich  aus  den  Gleichungen  (4) 

sodass  man  jeder  Zahl  lie^-^-l^^^  die  Gestalt  la-\-rih  ertheilen  kann. 
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4.  Die  grössere  von  zwei  ungleiclieii  complexen  Zahlen.^) 
Erklärung:  „ccie^ -\- ci2^2  li^isst  grösser  (kleiner)  als  Aei  +  A^2> 

wenn  a^  grösser  (kleiner)  als  ß^   und  falls   a^  =  ß^^   wenn  «g   grösser 

(kleiner)  als  /^g  ist/^  —  Eine  complexe  Zahl,  welche  grösser  (kleiner) 

als  Null  ist,  heisst  positiv  (negativ). 

Dass  sie  den  in  I.  5   verzeichneten  Forderungen  genügt,    springt  in 

die  Augen.     In  der  That  hat  man,  wenn 

ist,  entweder  a^  >  |3^  ßi^7i')  ^^so  a^  >  y\  oder  a^  =  ßi  ft  >  ^i ,  also 
wieder  cc^  >  y^  oder  endlich  neben  <^i  =  ft  =  ^i  c^2  ^  ft  ft  ^  72 1  ^^^^ 
^2  ^  72  5  sodass  in  jedem  Falle  sich  ergiebt 

ß^l%  +  0^2^2>  71^1  +  72^2- 

Aus  der  vorstehenden  Erklärung  folgen  die  beiden  Sätze: 

1)  Neben  a  >  a'  ist  a  -\-  h  '^  a  -\-  b.  —  Der  Satz  folgt  daraus, 
dass  wenn  a'=  cc^ej^  -\-  a'^e^  ist,  neben  a^  >  a[  «^  -f~  ft  >  ^i  +  A 
und  neben  «^  =  a^,  «g  >  c^g 

«1  +  A  =  «1  +  /^\.     «2  +  A  >  «2  +  A 

sein  muss.  —  Besonderer  Fall  des  Satzes:  „Neben  a> 0  ist  a  +  6 >  6." 

2)  „Ist  Q  eine  positive  reelle  Zahl  und  a>&,  so  ist  Qa^gh.'^ 
Ist  nämlich  a^h,  so  ist  entweder  «i>A  oder  ci^  =  ß^  (^2^p2J  ^^^^ 
bezw.  ^«i>(>A   oder   Qa^  =  Qß^    (>«2^(^A?   somit  ist  stets  Qa^gh. 

Die  positiven  complexen  Zahlen  Iißi  +  l2^2?  ^^^  sich  betrachtet, 
bilden  ein  System  von  absoluten  Grössen  im  weiteren  Sinne  (V.  1). 
Sie  erfüllen  in  der  That  die  in  V.  2  aufgeführten  Forderungen  1) — 14); 
der  15.,  dem  Axiom  des  Archimedes,  genügen  sie  aber  nicht  immer. 
Zufolge  der  obigen  Erklärung  ist  die  Zahl  ß^e^y  wofür  ft>0  sein 
soll,  kleiner  als  jede  Zahl  a^e^-\- a^e^j  deren  erste  Coordinate  a^ 
positiv  ist.  Gleichwohl  ist  das  w-fache  der  ersteren  Zahl  d.  i.  die 
Zahl  {nß^e^,  kleiner  als  die  Zahl  a^e^-\-  a^e^,  wie  gross  die  natür- 
liche Zahl  n  auch  sein  mag. 

Wir  hätten  auch  festsetzen  können,  es  sei  a^h,  entweder  wenn 
«2  >  §2  oder  wenn  neben  Cg  =  jJg  ^i  ^  ßi  i^^-  Dann  würde  die  Beziehung 
zweier  ungleichen  complexen  Zahlen  manchmal  anders  lauten,  als  aul 
Grund  der  früheren  Erklärung.  Man  bemerkt,  dass  die  Beziehung  zweier 
solchen  Zahlen  sich  überhaupt  bei  Einführung  zweier  neuer  Einheiten 
ändern  kann. 

5.  Multiplication  der  complexen  Zahlen  mit  zwei  Einheiten. 

Da  das  Product  d.  i.  die  Zeichengruppe  a  •  h  eine  Zahl  des  bisher 
betrachteten  Systemes  werden  soU,  so  setzen  wir  zunächst  fest,  dass 
die  Einheitsproducte 


1)  Nach  J.  Thomae  s.  S.  294  Note  2). 
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Zahlen  desselben  sind.     Und  zwar  sei 

q  •  ^2  =  i^^l^l  +   ."2^2  ^2  •  ^1  =  i^l^l  +  M  • 

Mittelst  der  Einheitsproducte  erklären  wir  dann  die  nachstehenden 
Producte 

(«i^i)  •  (Ä^a)  =  (<^ift)  fe  •  ^2)  /2^) 

(^2^2)  •  (ß-J2)  =  («2A)  fe  •  ^2)- 

Das  Hauptgesetz  der  Multiplication  ist  das  distributive.  Wir  brauchen 
es  indess  nicht  in  seiner  Gänze  vorauszusetzen,  vielmehr  genügt  die 
folgende,  auf  demselben  beruhende  Erklärung  des  Productes.  Es  sei 
(Def.  5) 

a.h  =  {a,e,  +  a, e,) •  (ß^ e^  +  ß, e,)  =  (a^ e,)  •  {ß, e,)  +  {a, e,)  •  (ft e,) 
+  ((^2  ^2)  •  ißi  ^1)  +  («2  ^2)  •  (^2  ^2)  =  (%  ^1)  (^1  •  ^1)  +  (o'i  Ä)  («1  •  ^2)    (3) 
+  («2/^1)  fe  •  ^1)  +  (^2ft)  (^2  •  ^2)- 

Damit  haben  wir  erreicht,   dass  das  Product  von  je  zwei  Zahlen  des 

neuen  Systemes  auch  eine  Zahl  desselben  ist. 
Aus  (2)  und  (3)  folgt  zunächst  die  Regel 

worin  g  0  reelle  Zahlen  bedeuten;  ferner  die  beiden  Formeln  des 
distributiven  Gesetzes 

(a-^h)-c  =  a-c-]-h-c        a  -  (b  -{-  c)  =  a  -  h  -{-  a  -  c, 

unter  ah  c  beliebige  Zahlen  des  neuen  Systemes  verstanden  (vgl.  Nr.  13). 
Soll    auch    das    associative   Gesetz   bei   dieser  Multiplication    all- 
gemein gelten,  so  muss  die  Formel 

(a-h)-  c  =  a'(h-c) 

bestehen.  Die  Einheitsproducte  e^-e^  sind  demnach  so  zu  wählen, 
dass  für  die  Einheiten  die  soeben  erwähnte  Relation  erfüllt  ist,  was, 
wie  leicht  ersichtlich  ist  (vgl.  Nr.  15),  auch  hinreichend  ist.  Es 
sollen  also  die  acht  Gleichungen 

(^1  •  ^i)  •  ^1  =  61  •  {e,  •  e^)         (^1  •  e^)  -e^^e^-  {e^  •  e^) 

\h  '  ^2)  ■  ^1    =   ^1  •  (^2  '  ^J  )  (^1  •  ^2)  *  ^2   =   ^1  ■  (^2  '  ^2)  /  i  N 

fe-«l)-ßl  =  ß2-fe'^l)  (^2-^l)-^2  =  ß2-(ei-ß2) 

(^2  •  ^2)  •  ^1  =  ^2  '  (^2  '  ^1)  (%  '  ^2)  •  %  =  ^2  ■  (^2  '  ^2) 

bestehen.  Die  erste  geht  nach  Untersetzung  des  Werthes  von  e^  •  e^ 
aus  (1)  über  in 

d.  1. 

'^iC^i  •  ^1)  +  '^2(^2  •  ^1)  =  h{^i '  ^1)  +  K{^i  •  ^2). 
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woraus  fol^t  ,   .  \        ^ 

Auf  ähnliche  Weise  liefert  die  letzte  der  Formeln  (4)  die  Gleichung 

v^  (^2  -e^  —  e^'  e^)  =  0. 
Die  genannten  zwei  unter  den  Formeln  (4)  verlangen  somit  entweder 
die  Annahme  ßj  •  ßg  =  ^2 '  ^1  oder,  falls  diese  Producte  ungleich  sind,  nach 
Satz  1)  S.  279   die  Annahme  2,2  =  Vi  =  0.     Wir  wollen  zunächst  die 
erste  verfolgen. 

Annahme  6.    Es  sei  also 

^1 '  ^2  ^^^  ^2 '  ^1  •  \^) 

Dann  ist,  wie  ein  Blick  auf  die  Formel  (3)  zeigt,  allgemein  al)  =  h-a. 
Es    ist    leicht    zu    sehen,    dass    sich    unter   Voraussetzung    der 
Formel  (5)  die  Gleichungen  (4)  auf  folgende  zwei 

(^1  •  ^1)  •  ^2  =  ^1  •  («1  •  ^2)  (^2  •  ^2)  •  «1  =  ^2  •  (^2  •  ^1)  (6) 

zurückführen  lassen.  Wir  wollen  jedoch  hier  auf  ihre  Auswerthung 
nicht  eingehen  (vgl.  indess  S.  318),  weil  uns  die  Annahme,  die  wir 
zunächst  machen  wollen,  derselben  enthebt. 

6.  I.  Hauptfall.  a)  Zahlensysteme  mit  zwei  Einheiten,  welche  eine 
distributive,  associative,  commutative  Multiplication  mit  einer  in- 
differenten Zahl  (Modnlus)  zulassen. 

Annahme  7.  Es  sei  eine  indifferente  Zahl  e  =  e^e^ -\- e^e., 
vorhanden  d.  h.  eine  solche  Zahl,  dass  was  immer  x  auch  für  eine 
Zahl  des  Systemes  sein  mag,  stets  e-  x  =  X'  e  =  x  ist. 

Corollar.  „Es  giebt  nur  eine  indifferente  Zahl."  —  Denn  gäbe 
es  neben  e  noch  eine  zweite  e',  so  müsste  nach  dem  soeben  Bemerkten 
e-e'  =  e' -e  =  e'  sein;  andererseits  müsste  auch  e' •  x  =  x  •  e'  =  x, 
folglich  e'.ß  =  e-e'=e  sein,  was  neben  den  ersteren  Gleichungen 
nicht  möglich  ist. 

Da  f^,  €2  nicht  zugleich  0  sein  können,  so  dürfen  wir  die  Zahl  e 
als  die  eine  Einheit  wählen.  Bezeichnen  wir  die  andere  mit  g,  so 
nehmen  die  Einheitsproducte  die  folgende  Form  an 

6-6  =  6      e'g  =  ge  =  g      g'g  =  ^e  +  vg.  (7) 

Daraus  erhellt  unmittelbar  das  Bestehen  der  Gleichungen  (6),  welche 
nunmehr  so  lauten 

(6'e)-g  =  e-{e'g)         (g.g)e  =  g- (g  -  e). 

Denn  beide  Seiten  der  ersteren  Gleichung  liefern  ^,  beide  Seiten  der 
letzteren  g  ■  g.  Demnach  ist  die  Multiplication  bei  beliebigen  Werthen 
von  ft,  V  associativ.  Daraus  können  wir  nach  dem  2.  Satze  in  UI.  2 
schliessen,  dass  für  unsere  Multiplication  auch  das  commutative  Ge- 
setz   allgemeine   Giltigkeit  besitzt.     Aus  den  Gleichungen  (7)  ergiebt 
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sich    wieder,    dass   es    nur    die    eine    indifferente   Zahl   e    für    unsere 
Multiplication  giebt.     Soll  nämlich  bei  willkürlichen  J  iq 

{ae  +  ßg)  (Je  +  y]g)  =  le -^  rig 

d.  i. 

{c<l)e-\-{ari  +  ßl)g  +  {(iri){iie  +  vg)  =  le-\-rig 

sein,  so  muss 

al  +  ßiiri  ==  g  at]-^  ßl  +  ßvr}  =  yj, 

also  «  =  1    ß  =  0  sein. 

Das  Quadrat  der  zunächst  beliebigen  Zahl 

a  =  ae  -\-  ßg, 

wo  nur  ß  nicht  0  sein  soll,  ist 

a.a  =  (a'  +  ^ß')e+[ß(2a  +  ßv)-]g. 

Nehmen  wir  ,  ^ 

a=  —ißv, 

so  reducirt  sich  a  •  a  auf  die  Einheit  e : 

a-a  =  ß'{^+l^)e.  (8) 

Nun  sind  drei  Fälle  zu  unterscheiden. 

2 

1)  Wenn  ^  +  i^  <  ^  ist,  so  kann  man  ß  in  (8)  so  an- 
nehmen, dass 

ist.     Führt  man  eine  der  Zahlen 

als  zweite  Einheit  ein,  so  gelangt  man  zu  den  Einheitsproducten 

e-e  =  e        e-i  =  i-e  ==  i        i-i  ==  —  e  (I) 

und  damit  zur  Formel 

{ae  +  ßi)  '  (ae  +  ß'i)  =  (aa'  —  ßß')e  +  {aß'  +  ßa)i.  (9) 

Daraus  ergeben  sich  sofort  die  folgenden  Sätze. 

a)  Wenn  der  Divisor  nicht  Null  ist,  so  lässt  sich  die 
Division  stets  ausführen  und  zwar  in  einer  einzigen  Weise. 
Wenn  nämlich  zu  den  Zahlen 

ae  -\-  ßi,         ye  +  <^*' 
eine  dritte  h,e  -{-  rji  zu  suchen  ist,  so  beschaffen  dass 

{ye  +  di)  •  {^e  +  tii)  =  ae -\-  ßi 
ist,  so  müssen  J  )i  nach  (9)  den  Grleichungen 

yl  —  §ri  =  a         8i-\-yri  =  ß  (10) 

genügen.     Man  hat  also 
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(f  +  ö')i  =  ay  +  ßd  {f  +  ö^)ri  =  ßy  —  aö,  (10*) 
woraus  ersichtlich  ist,  dass  falls  ye-\-di  nicht  Null,  also  y^-{-d^^O 
ist,  I  7]  bestimmte  Werthe  besitzen.     Man  hat  demnach 

cie-{-ßi ay-{-ßd        .ßy  —  ccS. 

Die  Division  durch  Null  ist  nicht  zulässig,  denn  entweder 
ist  sie  unmöglich,  dann  nämlich,  wenn  der  Dividend  nicht  Null  ist, 
oder  sie  liefert  kein  bestimmtes  Ergebniss  dann  wenn  er  ebenfalls 
Null  ist.  Ist  y  =  0  d  =  0,  so  gehen  die  Gleichungen  (10)  über  in 
0  =  cc  0  =  ß,  wovon  mindestens  eine  einen  Widerspruch  enthält,  falls 
tt  und  ß  nicht  beide  verschwinden.  Sind  aber  auch  a  und  ß  gleich  0, 
so  können  |,  r^  in  den  Gleichungen  (10)  beliebige  Werthe  annehmen. 

b)  Wenn  das  Product  zweier  Zahlen  Null  ist,  so  muss 
eine  davon  Null  sein.  Denn  ist  in  den  Gleichungen  (10)  a  =  /3  =  0 
und  wird  ye-}-  di  von  Null  verschieden  vorausgesetzt,  so  folgt  aus  (10*) 

^  =  0    7/  =  0     d.  i.     ^e  +  rji  =  0. 
2)  Wenn  xH"«"^^  ^^^;  ^^  kann  man  ß  so  annehmen,  dass 

^^(^  +  .)  =  i. 

Betrachtet  man  also  als  zweite  Einheit  die  Zahl 


V 


^      I 


4 

so  erscheinen  die  Einheitsproducte 

e-  e  =  e        e'a==a-e  =  a        a-a  =  e. 
Demnach  ist 

e-e  —  a-a==0     d.  i.     (e  —  a)  •  (e  -\-  a)  =  0. 

Es  giebt  somit  zwei  Zahlen  e  —  a,  e-\-a  —  beide  von  0 
verschieden  —  deren  Product  gleichwohl  0  ist.  —  Als  defini- 
tive Einheiten  wählt  man  die  Zahlen 

.   e-\-  a         .   e  —  a 

wofür  man  erhält 

Nunmehr  ergiebt  sich  als  Multiplicationsregel  die  Formel 

(«lii  +  ^h)  •  (Aii  +  Aa)  =  («1  ßi)k  +  M,)j^.         (11) 

Modulus  ist  jetzt  die  Zahl  j^  +  j^ .     Die  Gleichung 

h'  X  =  x-h  =  a 
d.  i.  {a  =  aJi  +  ccj^,   h  =  ßj,  +  ßj,,   x  =  ^J^  +  ^j^  gesetzt) 

ißJl  +  ß2h)  {ilJl  +  ^2)  =  «lA   +  «2^2 
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hat  eine  und  nur  eine  Lösung,  wenn  ^^  Ig  sich  so  bestimmen  lassen,  dass 

ist,  also  stets  wenn  ß-^^  und  /^g  von  0  verschieden  sind.  Ist  bloss 
^^  =  0  und  0^1  ^  0  oder  bloss  /^g  =  0  und  a^^O,  so  ist  die 
Division  unmöglich. 

Dasselbe  gilt,  wenn  b  =  0  und  a  nicht  0  ist.  Ist  a^  =  ß^  =  0 
und  ß^  ^  0,  so  hat  die  Gleichung  h-x  =  a  unzählige  Lösungen  nach  x, 
nämlich  x  ==  r^ji  +  («g  •  ß2)J2  ^®^  willkürlichem  ^^ .  Aehnliches  tritt 
ein,  wenn  /3i  ^  0  und  c^g  = /^2  =  ^  i^^-  ^  kann  endlich  jede  Zahl 
iiJi  4"  ^2^2  s^^^j  wenn  sowohl  a  als  auch  h  verschwindet. 

Die  Gleichung 

^^  =  «lil   +  «2^2 

hat  nur  dann  Wurzeln,  wenn  keine  der  Coordinaten  a^  a^  ne- 
gativ ist,  was  sich  aus  der  Formel 

sofort  ergiebt.     Sind  a^  und  a^  positiv,  so  hat  sie  die  vier  Wurzeln 

Man  hätte  auch  ohne  die  vorhergehende  Untersuchung  auf  das 
Zahlensystem  mit  den  Einheiten  j^  j^  kommen  können;  es  entsteht 
ja  einfach  durch  zweimalige  Setzung  des  Systemes  der  reellen  Zahlen. 
Von  Interesse  ist  lediglich,  dass  die  hier  gemachten  Annahmen  nur 
auf  dieses  triviale  System  führen. 

3)  Wenn  ^  -\-  ^  =  0  ist,  so  hat  die  Gleichung  :r^  =  0  zufolge 

(8)  unzählige  Wurzeln,  die  nicht  Null  sind.     Wählt  man  eine  solche 

als  zweite  Einheit,  so  ergeben  sich  die  Einheitsproducte 

e.e  =  e         e-j=j'e=j        j'j  =  0.  (III) 

Die  Multiplicationsregel  lautet  jetzt 

(ae  +  ßj) .  (a'e  +  ß'j)  =  (««')«  +  {ccß'  +  ßa')j.  (12) 

Die  Division  durch  die  Zahlen  ßj  ist  demnach  im  Allgemeinen  un- 
möglich und  die  Gleichung  x^  ==  —  ae    («>0)  hat  keine  Wurzel. 

Wir  haben  somit  drei  wesentlich  verschiedene  Zahlensysteme  mit 
zwei  Einheiten  kennen  gelernt,  die  eine  Multiplication  von  den  an- 
gegebenen Eigenschaften  zulassen.  Sie  mögen  der  Reihe  nach  als 
elliptisches,  hyperbolisches,  parabolisches  System  bezeichnet 
werden.  Nur  das  erste  hat  die  Eigenschaft,  dass  für  das  Rechnen 
mit  den  Zahlen  desselben  genau  dieselben  Regeln  gelten,  wie  in  der 
Arithmetik  der  reellen  Zahlen. 
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Die  Zahlen  eines  jeden  der  drei  Systeme  lassen  sich  geometrisch 
darstellen.  Construirt  man  in  der  Ebene  den  Punkt  mit  den  Parallel- 
coordinaten  a-^  a^^  so  wird  die  ihn  mit  dem  Anfangspunkte  der  Coordi- 
naten  verbindende  Strecke  ihrer  Grösse  und  Lage  nach  als  Repräsen- 
tant der  Zahl  a^  e^  -j-  ofg  63  betrachtet.  Auf  diese  Weise  kann  man  auch 
die  Resultate  der  vier  Rechnungsarten  geometrisch  deuten.  Die  Darstellung 
der  Summe  und  Differenz  ist  in  allen  Systemen  dieselbe  (vgl.  XL  3),  die 
des  Productes  und  Quotienten  fällt  natürlich  verschieden  aus. 


7.  I.  Hauptfall.  b)  ZaMensysteme  mit  zwei  Einheiten,  die  eine 
distributive,  associative  und  commutative  Multiplication  ohne  eine 
indifferente  Zahl  (Modulus)  zulassen. 

Es  giebt  davon  drei  verschiedene  Arten,  welche  durch  die  fol- 
genden Einheitsproducte  charakterisirt  sind: 


e,'e^==0 

e,-e,  =  e,-e,  =  0 

^2  •  ^2  =  0 

(IV) 

ßj  •  %  ==  6^ 

e^-e.2  =  62-6^^  =  0 

e,-e,=0 

(V) 

^1  •  %  ==  ^2 

^1  •  ^2  =  ^2  •  6^  =  0 

62-62  =  0. 

(VI) 

Dass  bei  dieser  Annahme  der  Einheitsproducte  die  Gleichungen  (6), 
auf  welchen  die  associative  Eigenschaft  der  Multiplication  beruht, 
erfüllt  sind,  ist  unmittelbar  ersichtlich.  Die  in  ihnen  vorkommenden 
Producte  sind  nämlich  sämmtlich  gleich  Null. 

Auch  dass  kein  Modulus  der  Multiplication  vorhanden  ist,  er- 
hellt ohne  Weiteres.  Denn  die  Producte  sind  entweder  Null  oder 
Zahlen  mit  einer  einzigen  Einheit. 

Ausser  den  genannten  drei  Zahlensystemen  giebt  es  keine  an- 
deren von  derselben  Beschaffenheit.     Vgl.  S.  318. 

8.  II.  Hauptfall.  Zahlensysteme  mit  zwei  Einheiten,  die  eine 
distributive  und  associative,  jedoch  nicht-commutative  Multiplication 
zulassen.^) 

Kehren  wir  jetzt  zum  Schlüsse  von  Nr.  5  zurück  und  verfolgen 
die  zweite  der  dort  erwähnten  Annahmen. 

Annahme  6*.  e^  -  e^  und  e^  •  e^  seien  von  einander  ver- 
schieden. —  Damit  wird  freilich  die  commutative  Eigenschaft  des 
Productes  aufgegeben. 

Um  unter  dieser  Voraussetzung  die  associative  Eigenschaft  der 
dreigliederigen  Einheitsproducte  sicher  zu  stellen,  muss,  wie  bereits 
a.  a.  0.  auf  Grund  der  ersten  und  letzten  der  acht  Formeln  (4)  ge- 
funden wurde,  X^  ==  v^  =  0  sein.  Entwickelt  man  dann  die  sechs 
übrigen  Formeln  (vgl.  S.  318  Uebung  2),  so  gelangt  man  zum  ein- 
fachen Ergebnisse,  dass  entweder 


1)  Vgl.  E.  Study,  Gott.  Nachr.  1889,  S.  239  Note. 
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^1  =  ^2     ^2  =  ö     ;*;  ==  0     ^;  =  Ai 

oder 

f^i  =  0        ftg  =  Ai       fi;  =  1/2       /^2  =  ö 
sein  muss,  wozu  in  beiden  Fällen  die  Bedingung  tritt,  dass  A^  und  j'^ 
nicht  zugleich  verschwinden.    Beständen  nämlich  auch  die  Gleichungen 
X^  ==  v^  =  0,  so  wäre  entgegen  der  Annahme  6*  e^  •  e^  =  e^  •  e^  =  0. 
Wir  haben  somit  noch  festzusetzen,  dass  die  Einheitsproducte 

(Annahme  7*) 

^1*^1  =  -^1^1  ^1-62  =  ^2^1  ^2  •^1  =  ^1^2  ^2-^2  =  ^2^2  (1^) 

oder 

^1  '  ^1  =  ^i  ^1  ^1  '  ^2  "^^^  ^1  ^2  ^2  *  ^1  ^^^  ^2  ^1  ^2  '  ^2  ^^^  ^2  ^2  \^^) 

seien,  wobei  A^  +  ^2  ^  ^  ^®^^  ^^■^^• 

Aus  den  Formeln  (13)  folgt,  dass  v 

^1  •  (^2^1  —  ^^2)  =  ö       ^2  •  (''2^1  —  Ai^a)  =  0 
ist.     Demnach  ist  bei  beliebigen  a^^  a^ 

{a^e^  +  a^e.^)  •  (y^e^  —  k^e^)  =  0.  (15) 

Es  treten  somit  auch  hier  verschwindende  Producte  auf,  von  denen 
kein  Factor  Null  ist.     Wir  führen  nun  als  neue  Einheiten  ein 

h=j  (%«!  +  ^2^2)         h  =  ^^2^1  —  ^1^2; 

wobei  «1  «2  beliebige  reelle  Zahlen  sein  dürfen ,  wofür  (x^  A^  +  Cg  v.^ 
von  Null  verschieden  ist,  und  über  das  ebenfalls  reelle  h,  später  ver- 
fügt werden  soll.  Dann  ist  nach  der  Formel  (15)  i^f,  =  0,  {212  =  0, 
Zufolge  (3)  und  (13)  ist 

h  ■h  =  j^  («ife^i)  +  («1^2)  (^1^2)  +  (^^2)  fe^i)  +  ^'2(^2^2)) 

Setzen  wir  nun  |  =  aj^Ai -{~  ^2''2?  ^^^  erhalten  wir  i^-i^  =  i^.  Ferner 
hat  man 

h  'h=J  ((t'2«l)  (^l«l)  +  ('^2^2)  (^1^2)  —  ih^l)  fe^l)  --  (^1  «2)  fe^2)) 

Somit  sind  die  neuen  Einheitsproducte 

h'h  =  \       ^^.^2  =  0       i2'i^  =  i2       12-12  =  0.  (VII) 

Auf  ähnliche  Weise  kann  man  das  System  mit  den  Einheitspro ducten 
(14)  auf  eines  mit  den  Einheiten  i^,  i^  zurückführen,  wofür  die 
Formeln  gelten: 

h-h  =  h       h'h^h       i2'h  =  0      ?2.j2  =  0.  (VIII) 

„Im   System   (VII)   der   Zahlen  ^^  =  Si^i  +  ^2^2   giebt   es   keinen 
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vordem  Modul  der  Multiplication  d.  i.  keine  ZaM  e,  wofür  bei  be- 
liebigem X  e'X  =  x  wäre,  dagegen  unzählig  viele  hintere  Moduln 
d.  i.  Zahlen  fj  wofür  bei   beliebigem  x    x-f=x  ist."     Soll  nämlich 

sein,  so  müsste 

(^1  ^i)  h  +  ih  ?i)  h  =  ?i  h  +  k  h , 
also   fgii  =  ^2   s^i^;  "^^s   ^^®^  ^^^  beliebige  reelle  Zahlen   1^  ^^   un- 
möglich ist.  —  Soll  aber 

{ilh  +  iih)  '  (flh  +  9>2h)  =  kh   +  ^2  «2 
Ä9l)%   +  {h9>l)h  =  ll^'l  +  ?2% 

d.  i.  iicpi  ==  li  ^2  9^1  ^^  ?2  ^®^^-  Diese  Gleichungen  gelten  bei  belie- 
bigen 1^  ^2,  wofern  nur  ^^  =  1  ist.  Demnach  spielen  sämmtliche 
Zahlen  %  -|-  92  4  (9^2  beliebig)  die  Rolle  von  hintern  Moduln  der 
Multiplication. 

In  dem  in  Rede  stehenden  Zahlensysteme  ist  die  erste  oder 
vordere  Division  eindeutig,  wofern  die  erste  Coordinate  des  Divisors 
nicht  Null  ist;  die  zweite  oder  hintere  Division  nie  eindeutig.  — 
Bedeuten  nämlich  a  =  a^i^  -\-  a^i^  h  =  ß^i^  -f-  ß^i^  gegebene  Zahlen, 
so  giebt  es  eine  Zahl  x  =  i,^\ -\-  ^^i^,  wofür  x-b  =  a  ist,  wenn 

X'h=^  (liA)^i  +  (l2A)^2  =  «1^1  +  V2 
d.  i.     ß^  li  =  a^     I2  ft  =  ^2  7     somit      |^  =  «^  :  ß^      ^^  =  a^  :  ß^      ist. 
Soll  aber  b  •  x  =  a  sein,  so  muss 

b-x  =  (ft  Ji)ii  +  (/32il)^2  =  «i«"i  +  «2*2, 
demnach  ftli  =  «1  /52J1  =  ^2  ^^^^'  Diese  Gleichungen  sind,  falls 
^^  ^  0  ist,  nur  möglich,  wenn  a^ß^  —  «gA  =  ^  ^^^-  Dann  kann  aber 
^2  jeden  beliebigen  Werth  haben;  der  hintere  Quotient  hat  somit 
unzählig  viele  Werthe.  Ist  ß^  =  0,  so  ist  die  zweite  Division  nur 
möglich,  wenn  auch  a^  =  0  und  dabei  ß^  nicht  Null  ist.     In  diesem 

Falle  kann  der  hintere  Quotient  jeden  der  Werthe  ~i^  -{-  ^^i^   haben. 
Aehnliche  Bemerkungen  lassen  sich  über  das  System  (VIII)  machen. 

9.  Die  gemeinen  complexen  Zahlen. 

Bezeichnet  man  den  Modulus  e  des  elliptischen  Systemes  mit  1, 
so  hat  man  i-i  =  —  1;  i  ist  somit  eine  Wurzel  der  Gleichung 
x^=  -1.     Da 

x^  -\-  1  =  (x  —  i)  '  {x-{-  i) 

nur  dadurch  Null  werden  kann,  dass  ein  Factor  Null  wird,  so  hat 
diese  Gleichung  nur  noch  die  Wurzel  x  =  —  i. 

Die   Zahlen    mit    diesen    Einheiten    1    und    i    heissen    gemeine 
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complexe  oder  ßchlechtweg  complexe  Zahlen;  i  heisst  die  imagi- 
näre, auch  laterale  Einheit,  die  Zahlen  ßi  imaginäre  Zahlen.  Von 
der  complexen  Zahl  a  -\-  ßi  heisst  a  der  reelle,  ßi  der  imaginäre 
Theil.  Man  bezeichnet  den  letzteren  als  positiv,  Null  oder  negativ, 
je  nachdem  ß  positiv,  Null  oder  negativ  ist,  was  mit  der  in  Nr.  4 
festgesetzten  Vergleichung  einer  Zahl  ßi  mit  0  im  Einklänge  steht. 
Die  Zahlen  a  -\-  ßi  und  a  —  ßi  (/3  ^  0)  heissen  conjugirt.  Bezeich- 
net man  die  erstere  mit  a,  so  die  letztere  mit  Ka. 

Die  gemeinen  complexen  Zahlen,  welche  unter  sich  als  besondere 
Fälle  die  reellen  und  imaginären  Zahlen  enthalten,  sind  die  einzige 
Zahlenart,  welche  in  der  gewöhnlichen  Arithmetik  berücksichtigt  zu 
werden  braucht.  Es  lässt  sich  nämlich  zeigen,  dass  es  ausser  ihnen 
kein  System  von  Zahlen  giebt,  mit  denen  genau  in  derselben  Weise 
gerechnet  werden  kann,  wie  mit  den  reellen.  Durch  diesen  Satz  haben 
wir  auch  auf  dem  formalen  Wege  die  natürliche  Begrenzung  der 
gewöhnlichen  Arithmetik  gefunden,  so  dass  wenn  uns  später  Gleichungen 
begegnen  werden,  welche  durch  keine  gemeine  complexe  Zahl  be- 
friedigt werden,  wir  sie  als  unlösbar  betrachten  dürfen  und  an  eine 
fernere  Erweiterung  des  Zahlensystems  nicht  mehr  zu  denken  brauchen. 

Wenn  wir  einen  Blick  auf  die  Nrn.  5 — 8  werfen,  so  erkennen 
wir,  dass  das  System  der  gemeinen  complexen  Zahlen  eindeutig  be- 
stimmt ist  durch  die  folgenden  Forderungen.  Zu  den  Erklärungen  1 — 5 
in  Nr.  1  und  5  treten  noch  die  drei  Annahmen:  1)  dass  die  Mul- 
tiplication  associativ  ist,  2)  dass  es  eine  solche  Zahl  e  im  Systeme 
giebt,  dass  bei  beliebigem  x  e  -  x  =  x  und  eine  solche  f,  dass  bei 
beliebigem  x  x-f=x  ist,  3)  dass  das  Product  zweier  Zahlen 
nur  dann  gleich  Null  sein  kann,  wenn  mindestens  eine  von 
ihnen  gleich  Null  ist.  Durch  die  beiden  ersteren,  aus  welchen 
man  unmittelbar  schliessen  könnte  (vgl.  S.  300),  dass  e  =  f  sein 
muss,  werden  nämlich  sämmtliche  Systeme  (IV) — (VIII)  ausgeschieden. 
Unter  den  Systemen  (I) — (III)  entspricht  aber  nur  das  erste  der 
Forderung  3). 

Lassen  wir  die  Beschränkung  auf  die  Zweizahl  der  Einheiten 
faUen,  so  giebt  es  nur  noch  ein  Zahlensystem,  welches  den  soeben 
erwähnten  Forderungen  Genüge  leistet,  die  Quaternionen  (vgl. 
Nr.  17).  Ihre  Multiplication  ist  indess  nicht  commutativ.  Hieraus 
erhellt,  dass  die  gemeinen  complexen  Zahlen  in  der  That  die  einzigen 
Zahlen  sind,  mit  welchen  genau  in  derselben  Weise  gerechnet  werden 
kann,  wie  mit  den  reellen. 

10.  Da  für  das  Rechnen  mit  den  gemeinen  complexen  Zahlen 
dieselben  Regeln  gelten  wie  für  das  mit  den  reellen  Zahlen,  so  lässt 
sich  auch  hier   der  Begriff  der  Potenz,   zunächst   mit  positivem 
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ganzen  Exponenten  einführen  und  es  werden  die  in  VIII.  1,  3  und  4 
erwähnten  Sätze  auch  dann  bestehen,  wenn  die  Basen  der  Potenzen 
complexe  Zahlen  sind. 

Aus  jeder  complexen  Zahl  a  lässt  sich  die  Quadratwurzel 
ziehen.  Die  Gleichung  x^  =  0  hat  nur  die  Wurzel  x  =  0.  Wenn  a 
nicht  Null  ist,  so  hat  die  Quadratwurzel  aus  a  zwei  entgegen- 
gesetzte Werthe.     Setzt  man  nämlich 

a  =  a  -]r  ßi  =  {l  +  ^0^ 
so   ergeben   sich   nach   (9)    zur  Bestimmung   der   reellen   Zahlen  |  r] 
die  Gleichungen 

«  =  ^-7^2        ß  =  2U, 
woraus  man  schliesst 

(|2  +  n^  =  (1^  _  n'^y-  +  A^i^n'  =  «^  +  ß\ 

Somit  ist    |2  _|_  ^2  ^  j/ßS  -I-  |3^    also 

r  =  i  iV^+T  +  «)  n'-=  i-  (>^^H^  -  «)•  (16) 
Ist  /3  ==  0  und  c^  positiv,  so  hat  man  1  =  zh  j^*^?  t;;  =  0;  ist  /3  =  0 
und  «  negativ,  so  J  =  0  r]  =  +y — a.  Falls  /3  nicht  0  ist,  so  sind 
beim  Ziehen  der  Wurzel  aus  den  rechten  Seiten  von  (16)  solche  Vor- 
zeichen zu  wählen,  dass  in  der  That  2^rj  =  ß  ist,  so  dass  auch 
in  diesem  Falle  nur  zwei  Werthsysteme  |  r}  möglich  sind. 

ya  -\-  ßi  bezeichnet  irgend  einen  von  den  beiden  Werthen  der 
Quadratwurzel  aus  a  -{-  ßi.  Derjenige  von  ihnen,  dessen  erste  Coor- 
dinate  J  positiv  oder  falls  diese  Null  ist,  dessen  zweite  Coordinate 
positiv  ist^),  heisst  nach  Cauchy  der  Hauptwerth  der  Quadrat- 
wurzel aus  a  -{-  ßi  und  wird  mit  ]/a  -f-  ßi  bezeichnet.  Der  andere 
Werth  heisst  ihr  Nebenwerth.  Insbesondere  ist  i  der  Hauptwerth 
der  Quadratwurzel  aus  —  1,  also  i  =  ]/ —  1.^) 

Hieraus  ergiebt  sich,  dass  jede  quadratische  Gleichung 

ax^-  +  2dx  =  —  c       {\a\  >  0), 

deren  Discriminante  ac  —  h^  nicht  Null  ist,  zwei  ungleiche 
Wurzeln  hat.  Multiplicirt  man  nämlich  die  Gleichung  mit  a  und  addirt 
beiderseits  &'^,  so   erhält  man 

(ax  +  hf  =  h^  —  ac 

X  = =-^ 

a 


1)  Der  genannte  Hauptwerth  ist  demnach  zufolge  der  Festsetzungen  von 
Nr.  4  als  positiv  zu  bezeichnen. 

2)  Das  Zeichen  i  für  y —  1  kommt  zwar  bei  Euler  (vgl.  z,  B.  Institutionum 
calculi  integralis  IV.  1794,  S.  184)  vor,  ist  jedoch  erst  seit  Gauss  (vgl.  z.  B. 
Werke  I.  S.  414)  allgemein  angenommen. 
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Wenn  h^  —  ac  nicht  Null  ist,  so  hat  die  Quadratwurzel  daraus,  folglich 
auch  X  zwei  Werthe.  Ist  b^  —  ac  =  0,  so  lässt  unsere  Gleichung  nur  die 
eine  Lösung  x=  —  b:a  zu.  Man  nennt  diese  Wurzel  wiederholt,  weil 
der  Ausdruck  ax^  -\-  2'bx -{-  c  in  die  Form 

^  [^  ~^  a) 
gebracht  werden  kann. 

Diejenigen  höheren  Wurzeln  aus  a^  welche  nicht  auf  Quadrat- 
wurzeln zurückführbar  sind,  lassen  sich  im  Allgemeinen  nicht  so  dar- 
stellen, wie  die  Quadratwurzeln. 

Versucht  man  die  Cubikwurzel  aus  der  complexen  Zahl  a  d.  i.  zwei 
reelle  Zahlen  ^  rj  zu  ermitteln,  wofür 

(5  4"  V^y  =  a  =  a  -\-  ßi 
ist,  so  stösst  man  auf  die  Gleichungen 

^3_3^-^2_^  3^2.?  — i?3  =  /3.  (17) 

Daraus  ergiebt  sich  «2  ^  ^2  _  (^2  _|_  ^2)3^  (17*) 

Setzt  man  den  hieraus  folgenden  Werth  von  r}^  in  die  erste  der  Gleichungen 

(17)  ein,  so  findet  man         ,  ^o        ^    , 

^     ^  4^3  — 3^5  =  a, 

unter  q  die  reelle  f/a^  -(-  ß^  verstanden.  In  der  Algebra  wird  gezeigt, 
dass  diese  Gleichung,  falls  ß  nicht  verschwindet,  drei  reelle  Wurzeln  hat 
(vgl.  S.  319,  8)).  Es  ist  jedoch,  besondere  Werthe  von  a  ß  z.  B.  a  =  0 
oder  ß  =  0  abgerechnet,  nicht  möglich,  für  ^  ri  endliche  reelle  algebraische 
Formeln  zu  erhalten.^)  Die  in  Rede  stehende  Aufgabe  führt  auf  den 
Casus  irreducibilis  der  cubischen  Gleichimgen.  ^  i]  lassen  sich  aber  durch 
unendliche  Reihen  reell  ausdrücken. 

11.  Absoluter  Betrag  einer  gemeinen  complexen  Zahl. 

Der  absolute  Werth  von  Ya^ -{- ß^  heisst  absoluter  Betrag 
der  complexen  Zahl  a  =  a-\-  ßi  und  wird  kurz  mit  \a\  bezeichnet. 
Dieser  von  Weierstrass^)  vorgeschlagene  Name  für  ]/a^  +  ß^  drückt, 
da  die  Quadratwurzel  im  FaUe  ß  =  0  den  absoluten  Betrag  der  reellen 
Zahl  a  darstellt,  eine  naturgemässe  Verallgemeinerung  dieses  Begriffes 
aus,  was  sich  im  Folgenden  bestätigen  wird,  und  ist  dem  Argand- 
schen^)  „Modul  von  a"  vorzuziehen.  —  Das  Binom  a^ -{- ß^  selbst 
heisst  die  Norm  der  complexen  Zahl  cc-\-ßL 

Zunächst  finden  wir  die  in  III.  13  und  14  für  rationale  Zahlen  ausge- 
sprochenen und  später  auf  die  reellen  Zahlen  ausgedehnten  Sätze 
wieder,  auf  die  wir  uns  in  der  Folge  häufig  berufen  werden. 

1)  Vgl.  0.  Holder,  Math.  Ann.  38.  Bd.  S.  307;  A.  Kneser,  ebenda  41.  Bd. 
S.  344. 

2)  Vgl.  Weierstrass,  Grelle  J.  Bd.  52,  S.  289  und  Pincherle  a.  a.  0. 
p.  211.     Vgl.  auch  S.  63  Note  1). 

3)  Argand,  Gergonne  Ann.  V.  S.  208. 

Stolz  u.  Gmeiner,  theoret.  Arithmetik,  n.  20 
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1)  „Der  absolute  Betrag  der  Summe  zweier  complexen 
Zahlen  ist  nicht  grösser  als  die  Summe  ihrer  absoluten 
Beträge  und  nicht  kleiner  als  die  Differenz  derselben.  Wenn 
von  den  beiden  Addenden 

a  =  a  -{-  ßi         a'  =  a  -\-  ß'i 

keiner  Null  ist^  so  ist  |  a  -|-  ö^'  |  =  |  ö^  I  +  f  I  öt'  I  (^  ==  dz  1)  dann  und 
nur  dann,  wenn 

a'=CO(C  ß'==oß  (£(D>0)  (18) 

ist."    Man  hat 

\a  +  a-\'  =  {a  +  uy+{ß  +  ßy 

=  {a'+ß'}  +  {a'+ß'')  +  2{aa'+ßß'), 
worin 

ist.     Demnach  ist,  wenn  man  au  -{-  ßß'  =  rj  setzt, 

[\a\+e\a'\}'-\a  +  a'\'^2s{\a\-\a'\-sri].        (19) 
Vermöge  der  bekannten  Identität 

(«^  +  ß')  (a'  +  ß'^)  =  (««'  +  ßßj  +  {aß'  -  ßaj         (20) 
hat  man 

{aa+ßßj^{a'-\rß'){<^"  +  n, 
also   sicher,  mag  f  = -|- 1   oder  — 1   sein,  Bri^\a\  •  \a'  \.     Mithin 
ist  nach  (19) 

'  \a\-\a\^^\a-{-a'\'^[\a\  +  \a'\Y. 

Hieraus  folgt,  wenn  \a\  ^  |  a'  |  vorausgesetzt  wird, 

1^1  ~~  |ö^' !  ^  j «  +  a' I  ^  I «I  +  I «'|. 

In  dieser  Doppelbeziehung  treten  beide  Gleichheitszeichen  auf,  wenn 
a'  =  0  ist.     Ferner  ist  zufolge  (19) 

\a-\-a\  =  \a\  +  8\a'\, 

wenn  \a\'  \a'\  =  ari  ist.     Dazu  ist  aber  nach  (20)  das  Bestehen  der 
Gleichung 

aß'  —  ßa   =0 

erforderlich  und  diese  liefert,  wenn  wir  jetzt  |  a'  |  >  0  und  damit  auch 
I  a  I  >  0  voraussetzen,  die  Formeln 

a   =  (Da       ß' =  aß  (oj  ^  0). 

Also  ist  t]  =  a  {a^  -\-  ß^)  und  demnach  |a'|  =  f(D|a|;   es  muss  also 
£05  >  0  sein. 

2)  „Der  absolute  Betrag  der  Summe  von  beliebig  vielen 
complexen  Zahlen  ist  nicht  grösser  als  die  Summe  ihrer 
absoluten  Beträge  —  und  zwar  dieser  Summe  gleich  dann  und 
nur  dann,  wenn  für  je  zwei  der  von  0  verschiedenen  Addenden, 
a  und  a',  die  Beziehungen  (18)  bestehen  oder  wenn  sich  jeder  von 
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ihnen  durch  einen,  a,  in  der  Form  coa  darstellen  lässt,  wobei  co  eine 
positive  Zahl  ist."  —  Der  Satz  ergiebt  sich  unmittelbar  aus  dem 
ersten  Theile  des  vorhergehenden.  Da  nämlich  a-\- a'-\-a"=(a-\-a)  -\- a' 
ist,  so  findet  man  daraus 

\a  +  a'+a''\£\a  +  a'\  +  \a'\£\a\  +  \a\  +  \a''\  u.  s.  f. 

3)  Der  absolute  Betrag  eines  Productes  ist  gleich  dem 
Producte  der  absoluten  Beträge  seiner  Factoren.  —  Es  ge- 
nügt vrieder  die  Betrachtung  des  Productes  von  zwei  Factoren. 
Nach  (9)  ist 

aa   =  {aa  —  ßß')  +  {aß'  -{-  ßa)  i; 

demnach  hat  man 

I  a  .  «7  =  {aa'—  ßß'f  +  {aß'  +  ßa'f  =  {a^  +  ß^)  («'^  +  ß'') 

und  somit 

I  a  •  a'  I  =  |a|  •  I  a'|. 

Aus  diesem  Satze  ergiebt  sich  unmittelbar: 

4)  „Der  absolute  Betrag  eines  Quotienten  ist  gleich  dem 
Quotienten:  absoluter  Betrag  des  Dividends  gebrochen  durch 
den  des  Divisors." 

Die  vorstehenden  Sätze  lassen  sich  zu  folgendem  zusammenfassen: 

5)  „Bildet  man  aus  reellen  und  complexen  Zahlen  a,  a',  a"  •  ■  • 
in  endlicher  Anzahl  ein  Aggregat  von  Monomen  F{a,  a\  a"  •  •  -), 
so  hat  man  stets 

\F{a,a',a".-)\<9{\a\,  \a'\,  \a" {■■■), 

WO  O  den  aus  F  dadurch  hervorgehenden  Ausdruck  bedeutet,  dass 
das  Zeichen  —  überall  durch  +  ersetzt  wird." 

6)  Wenn  der  absolute  Betrag  einer  complexen  Zahl 
a  =  tt  ^  ßi  kleiner  ist  als  eine  jede  positive  Zahl,  so  ist 
a  =  0.  —  Denn  die  Annahme  verträgt  sich  nicht  damit,  dass  auch 
nur  eine  der  Zahlen  aß  von  Null  verschieden  ist.  Der  Satz  giebt 
ein  Mittel  an  die  Hand,  die  Gleichheit  von  zwei  complexen  Zahlen 
zu  erweisen;  es  folgt  nämlich  daraus: 

7)  Wenn    die    Differenz   zweier   complexen   Zahlen   a  a 
ihrem   absoluten   Betrage   nach  kleiner   ist  als  eine  jede  po- 
sitive Zahl,  so  ist  a  =  a. 

12.  Complexe  Zahlen  mit  n  Einheiten.  Addition  und  Snbtraction 
derselben. 

In  Nr.  1  sind  wir,  von  der  Paarung  reeller  Zahlen  ausgehend, 
zu  den  complexen  Zahlen  mit  zwei  Einheiten  gelangt.  Dieser  Vor- 
gang lässt  sich  naturgemäss  dahin  verallgemeinern,  dass  man  statt 
der  Zahlenpaare  Zusammenstellungen  von  je  n  reellen  Zahlen  der 
Betrachtung  unterzieht. 

20* 
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In  lieber  einst  immung  mit  dem  Früheren  setzen  wir  dem- 
gemäss  fest:  ^) 

1.  Definition.  Jeder  Zusammenstellung  von  je  w  in  bestimmter 
Anordnung  auf  einander  folgenden,  reellen  Zahlen  «i,  «2  •  •  •  «^  soll 
ein  neues  Ding  (a^,  a^  •••  aj  zugeordnet  sein.  Anstatt  (0,  0  •••  0) 
wird  0  geschrieben. 

Um  diese  Dinge  zu  Grössen  zu  machen,  erklären  wir: 

2.  Definition.  («1,^2  "•^n)  ^^^  ißi>ß2'"ßn)  ^^^^  dann  und 
nur  dann  einander  gleich,  wenn  a,^  =  ß^  (r  =  1,  2  •  •  •  w)  ist. 
Es  sei  also  (% ;  «2  * ' '  ^r)  =  ^  dann  und  nur  dann ,  wenn  «^  =  0 
(r  =  1,  2  • . .  w)  ist. 

3.  Definition.     Als  Summe  a  -f-  &  der  Grössen 

a  =  («1,  «2  •  •  •  «J     ™^     ^  =  ißi,  A  •  •  •  ßn) 
betrachten  wir  die  Grösse  («j  +  ft?  «2  +  A  " "  ^«  +  ßn))  so  dass 

(«1,  C^2    •••««)  +  (ßu  ß2'"ßn)-  K  +  A,   ^2  +  A   •••   «.  +  ßn) 

ist. 

Eine  Grösse  a  heisst^)  grösser  (kleiner)  als  eine  andere  h, 
wenn  die  erste  von  Null  verschiedene  Differenz  in  der  Reihe 

a^  —  ßi,  «2  —  A  •••  ^n  —  ßn 
einen  positiven  (negativen)  Werth  hat. 

4.  Definition.  Unter  Qa  oder  ap,  worin  q  eine  beliebige  reelle 
Zahl  vorstellt,  hat  man  die  Grösse  (qcc^j  Qa^  •  •  •  ga^  zu  verstehen. 

Bezeichnet  man  jene  der  Grössen  («^ ,  a^  •  •  •  a„),  in  der,  unter  m 
eine  bestimmte  der  Zahlen  1,  2  •  •  •  >^  verstanden,  a^=l  ist,  während 
alle  übrigen  a^  {r  ^  m)  den  Werth  Null  haben,  mit  e^,  so  besteht 
auf  Grund  der  3.  und  4.  Definition  für  jede  Grösse  (a^,  Og  •••  a„) 
die  Gleichung 

Eine  in  dieser  Form  darstellbare  Grösse  bezeichnet  man  als  eine 
complexe  Zahl  mit  den  ?^  Einheiten  e^,  e^  •  •  ■  e^.  Die  Coefficienten 
^11  ^2  " '  ^n  lieissen  ihre  Coordinaten  oder  auch  Componenten. 
Die  Einheiten  ^i,  Cg  •••  e„  bilden  zusammen  eine  Basis  des  Zahlen- 
systems.^) 


1)  Auch  die  ^-tupel  (a^,  cc^  •  •  •  a„)  gehen  auf  Hamilton  zurück  (vgl.  die 
Vorrede  zu  dessen  Lectures  on  quatemions). 

2)  Nach  J.  Thomae  (vgl.  Abriss  einer  Theorie  der  complexen  Functionen 
1870,  S.  41). 

3)  Die  complexe  Zahl  mit  n  Einheiten  hat  H.  Grassmann  unter  dem 
Namen  einer  „extensiven"  Grösse  eingeführt  (vgl.  die  Ausdehnungslehre  1862 
S.  2).  Ebenda  (S.  3  und  4)  finden  sich  die  Definitionen  (1)  und  (2)  auf  S.  295, 
desgleichen  S.  23  die  Productformel  (7)  auf  S.  296).  Nur  hat  Grassmann  den 
Fall,  dass  die  Einheitsproducte  w^ieder  Zahlen  des  ursprünglichen  Systems  sind, 
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Die  Erklärungen  2.,  3.  und  4.  erhalten  nunmehr  die  folgende 
Gestalt: 

(2.  Def.)     Es  ist  dann  und  nur  dann 

«1^1  +  «2^2  H f-  «n^n  =  ßlh  +  ^«2  H V  ßn^n, 

wenn  a^  =  ß^  (r  =  1,2  ■■■  n)  ist.  Insbesondere  hat  man  dann  und 
nur  dann  ,  ,  ^ 

wenn  a^  =  a.^  =  •  •  •  =  cCn"^  ^  ^^^• 
(3.  Defy   Es  ist 

(a^e^  +  cc,e,-\ [-  a„ej  +  (ß^e^  +  ft^s  H h  ^nO 

=  K  +  ßi)ei  +  («2  +  A)^2  +  •  •  •  +  K  +  «^..  (1) 

(4.  Def.)     Es  ist 

9  («1^1  +  «2^2  H h  «r^O  =  K^l  +  «=^2<52  H h  C^«0(> 

=  (^«i)%  +  {Qcc^)e^  H h  ((>ofJß^.  (2) 

Unter  den  bis  jetzt  gemachten  Voraussetzungen  gelten  hinsicht- 
lich der  Addition  und  Subtraction  der  complexen  Zahlen  mit 
n  Einheiten  dieselben  Regeln,  wie  bei  den  reellen  Zahlen.  Auch 
ist  allgemein 

1)  Q(6a)  =  (Q6)a  I 

2)  (^1  +  (>2H h(>m)^  =  Pl«  +  ^2Ö^H ^Qm^  (3) 

3)  (>(»!+  «2  +  •••  +  aj  ==  Qa^  +  Qa^-\ h  QC^m-^ 

Zwischen    den   n  Einheiten    e^,    e^   •  •  •   e^   besteht    keine    lineare 

Gleichung,  denn  eine  solche  lässt  sich  stets  auf  die  Form 

liei  +  l2ß2H |-ie„==0 

bringen,  woraus  sich  lediglich 

li  =  0,    l,  =  o  ...  |„  =  0 

ergiebt.  Auch  ist  nunmehr  ersichtlich,  dass  je  n  Zahlen  a^ ,  »g  * '  *  ^n 
des  Systems:  ,  ,  ,  ... 

ar  =  Cir,iei  +  ar,2e2  +  •  •  •   +  Cir,nen,  (4) 

welche  so  gewählt  sind,  dass  die  Determinante 
\ar„\        Q=l,2...») 

nicht  Null  ist,  als  Einheiten  des  Systems  betrachtet  werden  dürfen. 
Man  kann  nämlich  die  n  Gleichungen  (4)  so  nach  e^,  gg  •••  ^n  ^^^" 
lösen,  als  wenn  darin  nur  relle  Zahlen  vorkommen  würden. 

Wie  bei  den  complexen  Zahlen  mit  zwei  Einheiten  kann  auch 
hier  von  den  Beziehungen  „grösser"  und  „kleiner"  durch  Einführung 
neuer  Einheiten  die  eine  in  die  andere  übergehen. 

nicht  erwähnt.  —  Im  Folgenden  bedeuten  a  ß  y  •  •  ausschliesslich  reelle, 
a  b  c  ■•  ■  complexe  Zahlen. 
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13.  Multiplication  der  complexen  Zahlen  mit  n  Einlieiteii. 

Durch  die  bisher  gestellten  Forderungen  ist  das  System  complexer 
Zahlen  noch  nicht  vollständig  charakterisirt.  Man  verlangt  vielmehr 
von  einem  solchen,  dass  es  ausser  der  Addition  und  Subtraction 
wenigstens  noch  eine  dritte  Operation,  die  sogenannte  Multipli- 
cation, zulasse,  d.  h.  dass  es  ausser  den  Verknüpfungen  a  -\-  h  und 
a  —  &  noch  eine  dritte,  durch  a  •  h  ausgedrückte  Verknüpfung  zweier 
Zahlen  a  und  h  des  Systems  gebe,  der  bei  beliebiger  Wahl  dieser 
Zahlen  und  ihrer  Anordnung  je  eine  Zahl  desselben  Systems,  das 
Product,  das  ebenfalls  mit  a  •  h  bezeichnet  wird,  nach  bestimmten 
Gesetzen  zugeordnet  ist.  Dabei  fordern  wir  vor  allem  die  unbeschränkte 
Commutabilität  der  reellen  Coefficienten  (Multiplicatoren)  d.  h.  das 
Bestehen  der  Gleichung 

(qo)  •  (öh)  =  {^ö)  (a  '  h). 

Ferner  soll  sich  unter  den  erwähnten  Gesetzen  jedenfalls  jene  für  die 
Multiplication  der  reellen  und  der  gemeinen  complexen  Zahlen  charak- 
teristische Beziehung  derselben  zur  Addition  vorfinden,  die  wir  unter 
dem  "Namen  des  distributiven  Gesetzes  kennen  gelernt  haben.  Um 
diesen  Forderungen  zu  entsprechen,  setzen  wir  zunächst  fest: 

5.  Definition.  1)  Jedes  Einheitsproduct  e^  •  e^  sei  eine  Zahl  des 
aus  den  Einheiten  e^,  e^  ■  •  •  e^  abgeleiteten  Zahlensystems,  d.  i. 

«.•«,  =  4>i  +  4>. +  ■■•  +  <'/»        (r,s  =  l,2...«).      (5) 

2)  Es  sei 

(«.e,)  .  (AO  --=  («,ft)  (e,  •  e,)         (r,  s  =  1,  2  •  •  •  «).  (6) 

3)  Für  das  Product  a  •  h  bestehe  die  Gleichung 

n  n  n 

1  1  r,«  =  l 

d.  h.  um  das  Product  a-h  zu  bilden,  hat  man  jedes  Glied  des  Mul- 
tiplicands  a  mit  jedem  des  Multiplicators  h  zu  multipliciren  und 
die  so  erhaltenen  Producte  zu  addiren. 

Dieser  letzten  Gleichung  kann  man  mit  Hilfe  von  (6)  und  (5) 
die  Gestalt 

n  n 

a.b  =  ^{aM  {e, ■€,)=  ^ «,ft A«  e,  (7) 

r, »  =  1  r, .?,  ^  =  1 

verleihen.     Daraus  folgt  zunächst  die  Formel 

(Qa)-(6h)  =  (Q6)(a'b),  (8) 

worin  q  und  0  reelle  Zahlen  bedeuten.  Ferner  gewinnt  man  daraus 
die  beiden  Seiten  des  distributiven  Gesetzes,  d.  h.  es  gelten  all- 
gemein die  Gleichungen 

(a-\-h')'C  =  a-c-\-b-c     und     a'{h-\-c)  =  a-h-\-a-c. 
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Ist  nämlich 

SO  lautet  das  allgemeine  Glied  von  (a-\-h)-c 

K^r  +  ßr)  n]  (^r  '  O  =  i^rT.)  fe  "  O  +  ißr?,)  i^r  '  O 

und  hieraus  lässt  sich  die  Richtigkeit  der  ersteren  der  vorstehenden 
Formeln  unmittelbar  erkennen.  Auf  ähnliche  Weise  überzeugt  man 
sich  auch  von  der  Giltigkeit  der  letzteren. 

Ein  System  complexer  Zahlen,  das  den  bisherigen  Forderungen 
genügt,  ist  bestimmt,  wenn  von  ihm  neben  der  Anzahl  n  der  Ein- 
heiten noch  die  Coefficienten  X^^\  der  Einheitsproducte  gegeben  sind. 
Zwei  Zahlensysteme  mit  derselben  Anzahl  von  Einheiten  können  aber 
trotz  der  Verschiedenheit  ihrer  Coefficienten  A^^  identisch  sein,  da 
sich  diese  Coefficienten  ja  auch  bei  Einführung  neuer  Einheiten,  d.  i. 
bei  einer  Transformation  des  Systems  ändern. 

14.   Division  der  complexen  Zahlen  mit  n  Einheiten. 

Ein  wesentlicher,  von  der  Wahl  der  Einheiten  unabhängiger 
Unterschied  in  den  Zahlensystemen  mit  gleicher  Einheitenanzahl  tritt 
erst  dann  hervor,  wenn  man  dieselben  in  Bezug  auf  die  Möglichkeit 
und  Zulässigkeit  der  Division  prüft,  d.  h.  untersucht,  ob  oder  welche 
Wurzeln  x  den  beiden  Gleichungen 

X  'h  =  a     und     h  ■  x  =  a  (9) 

im  Systeme  zukommen.  Die  Auflösung  der  ersteren  bezeichnet  man 
als  die  erste  oder  vordere,  die  der  letzteren  als  die  zweite  oder 
hintere  Division.  Jede  Wurzel  der  ersteren  heisst  dementsprechend 
ein  erster  oder  vorderer,  jede  der  letzteren  ein  zweiter  oder 
hinterer  Quotient  des  Dividends  a  durch  den  Divisor  h.  Dass 
aber  diese  beiden  Quotienten,  auch  im  Falle  der  Eindeutigkeit  der 
Division,  im  allgemeinen  von  einander  verschieden  ausfallen  können, 
hat  seinen  Grund  darin,  dass  wir  bei  der  Erklärung  der  Multiplication 
das  commutative  Gesetz  nicht  in  Anspruch  genommen  haben. 
Wir  untersuchen  nun  zunächst,  ob  es  eine  Zahl 

^  =  ^1^1  +  l2^2H h   L^n 

gebe ,  welche  die  Gleichung  x  -h  =  a  befriedigt.  Hierzu  ist  gemäss 
der  Formel  (7)  nothwendig  und  hinreichend,  dass  die  1^,  Ig  •**  in 
den  n  linearen  Gleichungen 

r  =  l     \     «  =  1  / 

genügen.  Bekanntlich  giebt  es  ein  und  nur  ein  System  solcher 
Zahlen  |^,  wenn  die  Determinante  w**'  Ordnung 
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A{1)  = 


±ß,xl  0=1,2...«)  (10) 


niclit  Null  ist.  In  diesem  Falle  ist  also  die  erste  Division  möglicli 
und  eindeutig.  Ist  aber  A(h)  =  0^  so  ist  sie  nur  dann  ausführbar, 
wenn  zwischen  den  Coefficienten  or^,  a^  •••  a^  eine  Relation  bestellt; 
es  giebt  aber  dann  unendlich  viele  erste  Quotienten  von  a  durch  h. 
Die  Determinante  AiV)  der  ersten  Division  ist  von  der 
Anzahl   n    der   Einheiten,    von    den    Coefficienten    7:^    der    Einheits- 

?  r,s 

producte  und  von  dem  Divisor  h,  bezw.  dessen  Coordinaten  ß^  ab- 
hängig. Denken  wir  .uns  n  als  feststehend,  so  können  noch  die 
Einheitspro ducte  so  beschaffen  sein,  dass  AQ))  identisch,  d.  h.  für 
alle  Zahlen  h  des  Zahlensystems  verschwindet.  In  diesem  Falle  ist 
die  erste  Division  entweder  unmöglich  oder  unendlich  viel- 
deutig, und  wir  sagen  dann,  die  erste  Division  sei  unzulässig 
oder  das  Zahlensystem  besitze  keine  erste  Division. 

Ist  hingegen  A(h)  nicht  identisch,  sondern  nur  für  besondere 
Werthe  von  &  Null,  so  ist  die  erste  Division  für  alle  jene  Divisoren  6, 
für  welche  A{h)  nicht  verschwindet,  möglich  und  eindeutig,  und 
wir  sagen,  das  System  lasse  die  erste  Division  zu. 

Demnach  giebt  es  Zahlensysteme  mit  erster  Division  und  solche 
ohne  dieselbe.  Die  Eigenschaft,  dass  ein  Zahlensystem  eine  erste 
Division  besitzt  oder  nicht,  ist  ein  wesentliches,  von  der  Wahl  der 
Einheiten  unabhängiges  Merkmal  desselben.  Denn  hat  die  Gleichung 
X  'h  =  a  eine  Wurzel  x  =  c  und  gehen  die  Zahlen  a^  h,  c,  d  •  •  - 
bei  der  Transformation  des  Systems  in  a',  V,  c\  d'  •  •  -  über,  so  ge- 
nügt der  Gleichung  x'-h'=a'  die  Zahl  x' =  c  und  umgekehrt. 
Besitzt  X'h  =  a  noch  eine  zweite  von  c  verschiedene  Wurzel  dj  so 
ist  auch  d'  von  c  verschieden  und  man  hat  d''h'=a\  Die  Glei- 
chungen x-h  =  a  und  x'-V^a'  besitzen  also  stets  dieselbe  Anzahl 
von  Wurzeln. 

Aehnliches  lässt  sich  über  die  zweite  Division  sagen.  Dazu, 
dass  der  Gleichung  h  -  x  =  a  eine  Zahl  x  des  Systemes  genüge,  ist 
erforderlich  und  hinreichend,  dass  die  Coordinaten  |,  von  x  die 
n  linearen  Gleichungen 

2'6'2'^'<')="'    (*=i,2...«) 

,  =  1     \     r=l  / 

befriedigen.  Bezeichnen  wir  die  Determinante  der  zweiten  Di- 
vision mit  A'{b),  indem  wir 


A'{V)  = 


r  =  l 


Q=l,2...n)  (11) 
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setzen,  so  kommen  wir  wieder  zu  dem  Schlüsse:  In  dem  in  Rede 
stehenden  Zahlensysteme  ist  die  zweite  Division  (im  allgemeinen) 
möglich  und  eindeutig,  wenn  A\h)  nicht  identisch  verschwindet,  da- 
gegen besitzt  das  System  keine  (eindeutige)  zweite  Division,  wenn 
J'{b)  identisch  Null  ist. 

Zwei  Zahlensysteme,  die  sich  nur  dadurch  von  einander  unter- 
scheiden, dass  das  eine  von  ihnen  nur  die  vordere,  das  andere  nur 
die  hintere  Division  zulässt,  können  nicht  als  von  einander  wesent- 
lich verschieden  betrachtet  werden,  ihr  Unterschied  lässt  sich  lediglich 
auf  eine  Verschiedenheit  in  der  Schreibweise  zurückführen.  Lässt 
man  nämlich  in  allen  Producten  je  zweier  Zahlen  des  einen  Systems 
Multiplicand  und  Multiplicator  ihre  Plätze  wechseln,  d.  h.  schreibt 
man  in  dem  einen  Systeme  den  Multiplicator  hinter,  in  dem  andern 
vor  den  Multiplicanden,  so  fallen  beide  Systeme  zusammen. 

Auf  Grund  dieser  Bemerkung  lassen  sich  in  Hinsicht  auf  die 
Division  noch  drei  wesentlich  verschiedene  Arten  von  Zahlensystemen 
unterscheiden  und  zwar: 

1)  Systeme  mit  beiderseitiger  oder  vollständiger  (erster 
und  zweiter)  Division, 

2)  Systeme  mit  einseitiger  (erster  oder  zweiter)  Division, 

3)  Systeme  ohne  (eindeutige)  Division.  Alle  drei  Arten  sind, 
wie  ein  Rückblick  auf  die  Nummern  6 — 8  zeigt,  schon  unter  den 
Systemen  mit  zwei  Einheiten  vertreten. 

An  das  Vorstehende  schliesst  sich  unmittelbar  der  folgende  Satz  an: 
Satz  1.    Ist  in  einem  Zahlensysteme  (mindestens)   ein  vor- 
derer (hinterer)  Modul  der  Multiplication  vorhanden,  so   ist 
in  demselben  die  hintere  (vordere)  Division  zulässig. 

Beweis:  Nehmen  wir  an,  das  in  Rede  stehende  Zahlensystem 
besitze  einen  vorderen  Modul  der  Multiplication,  d.  h.  es  gebe  in 
demselben  eine  Zahl 

e  =  6^e^  +  f2^2  H h  ^n^n 

von  der  Beschaffenheit,  dass  die  Gleichung  e  ■  x  =  x  für  jede  Zahl  x 
des  Systems  erfüllt  ist,  dann  hat  man  zufolge  der  Gleichung  (7) 

5=1      \     r=l  / 

Da  diese  n  Gleichungen  für  jedes  Werthsystem  1^  Ig  '  *  *  ^n  bestehen 
sollen,  so  muss 

2'a!:',  =  l     und    ^e.xZ  =  0       (s^t) 


r  =  l 


sein.     Es  ist  daher  nach  (11) 
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r=l  r  =  l  r=l 

Im  Falle  des  Vorliandenseins  eines  vorderen  Moduls  e  der  Multipli- 
cation  kann  also  die  Determinante  ji\b)  der  hinteren  Division  nicht 
identisch  NuU  sein,  da  sie  für  h  =  e  den  Werth  1  annimmt.  Es  ist 
daher  in  diesem  Falle  im  Systeme  die  hintere  Division  zulässig. 

Ebenso  lässt  sich  zeigen,  dass  das  Zahlensystem  beim  Vorhanden- 
sein eines  hinteren  Moduls  f  wenigstens  die  einseitige  vordere 
Division  zulassen  muss. 

Folgesätze:  1)  Ein  Zahlensystem  mit  nur  einseitiger  vorderer 
(hinterer)  Division  besitzt  keinen  vorderen  (hinteren)  Modul  der 
Multiplication. 

2)  In  einem  Zahlensysteme  ohne  (eindeutige  vordere  und  hintere) 
Division  ist  weder  ein  vorderer  noch  ein  hinterer  Modul  der  Mul- 
tiplication vorhanden. 

3)  Wenn  in  einem  Zahlensysteme  sowohl  ein  vorderer  als  auch 
ein  hinterer  Modul  der  Multiplication  vorhanden  ist,  so  lässt  dasselbe 
sowohl  die  erste  als  auch  die  zweite  Division  zu. 

Bezüglich  der  Moduln  der  Multiplication  gelten  femer  noch  die 
nachstehenden  allgemeinen  Sätze: 

Satz  2.  Ist  in  einem  Zahlensysteme  sowohl  ein  vorderer  e 
als  auch  ein  hinterer  Modul  f  vorhanden,  so  sind  dieselben 
einander  gleich.  Neben  e  giebt  es  keinen  vorderen,  neben  f 
keinen  hinteren  Modul  der  Multiplication  mehr. 

Beweis:  Für  jede  beliebige  Zahl  x  des  Systems  ist  e  •  x  =  x, 
also  für  X  =  f 

e-f=f.  (12) 

Ebenso  hat  man  x  •  f  =  x,  also  für  x  =  e 

e'f=e.  (13) 

Aus  den  Gleichungen  (12)  und  (13)  ergiebt  sich  aber  f  =  e. 

Wäre  neben  e  noch  e'  ein  vorderer  Modul,  so  würde  man  in 
derselben  Weise  e  =f  finden,  wonach  e  =  e  sein  muss.  Ebenso 
ergiebt  sich  aus  der  Annahme,  dass  neben  f  auch  f  ein  hinterer 
Modul  sei,  f  =  f. 

Satz  3.  In  einem  Zahlensysteme,  in  welchem  mindestens 
ein  vorderer  (hinterer)  Modul  e,  jedoch  kein  hinterer  (vorderer) 
Modul  der  Multiplication  vorhanden  ist,  kann  die  Multipli- 
cation nicht  commutativ  sein. 

Wäre  nämlich  die  Multiplication  commutativ,  so  müsste  neben 
e  ■  X  =  X  auch  x  -  e  =  x  sein,  d.  h.  e  wäre  nicht  nur  ein  vorderer, 
sondern  ein  doppelseitiger  Modul. 
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Folgesatz  4.  Jedes  Zahlensystem  mit  commutativer  Multipli- 
cation  besitzt  entweder  einen  einzigen,  doppelseitigen,  oder  aber 
gar  keinen  (auch  nicht  einen   einseitigen)  Modul  der  Multiplication. 

15.  Zahlensysteme  mit  n  Einheiten,  die  eine  associative  Mul- 
tiplication zulassen. 

Wir  wollen  nun  die  Multiplication  auch  dem  associativen  Gesetze 
unterwerfen.  Zu  diesem  Behufe  treffen  wir  von  jetzt  an  die  Voraus- 
setzung: 

6.  Definition.  Es  seien  die  Producte  aus  je  drei  Ein- 
heiten associativ,  d.  h.  es  gelten  die  Gleichungen 

{er  •  O  -e,=  e^-  fe  •  e,)         (r,  s,  t  =  1,2  . . .  n),  (14) 

Nach  den  Formeln  (5)  ist 

und 

er  ■  fe  •  e;)  =2'  C  i'r  ■  O  =2^  <'  C'«- 
also  zufolge  unserer  Voraussetzung 

2^':' Cl  =2'^^^:^        {r,s,t,w  =  l,2.-  n).  (15) 

v  =  l  v  =  l 

Aus  den  Gleichungen  (14)  findet  man  für  das  Product  dreier 
beliebiger  Zahlen  a,  &,  c  des  Systems 

n  n  n 

{a.h)-e  ='^{aM  (e,  •  e.)  ■'^y,  e,  =2'^"'-  ^'  '^'^  ^^"^ '  ''^ '  ''^ 


<=1  /-,«,<  =  ! 

n 


es  ist  aber  auch  /•,«,< =i 

n  n  n 

a-{b-c)  =2«r«,  -^iß.y,)  («.  • «,)  -^M.y,)  (er  ■  (e, ' ««)) 

r  =  l  s,t  =  l  r,s,t=l 

und  somit 

(a  -h)  •  c  ==  a  •  (h  •  c), 

d.  h.  es  gilt  das  associative  Gesetz  für  jedes  Product  aus 
drei  Zahlen  des  Systems.  Damit  also  die  Multiplication  in  dem 
betrachteten  Zahlensysteme  dem  associativen  Gesetze  gehorche,  ist 
erforderlich  und  hinreichend,  dass  zwischen  den  Coefficienten  X^^\  der 
Einheitsproducte  die  Relationen  (15)  bestehen. 
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Infolge  dieser  Relationen  treten  die  Einheiten  e^ ,  ^g  •  •  •  e„  sowohl 
unter  einander  als  auch  zu  den  reellen  Zahlen  in  eine  gewisse  Be- 
ziehung. Das  letztere  muss  daher  auch  für  alle  aus  den  genannten 
Einheiten  ableitbaren  Zahlen  d.  i.  für  alle  Zahlen  des  Systems  der 
Fall  sein.  In  der  That  genügt  eine  jede  Zahl  x  eines  solchen  Zahlen- 
systems einer  algebraischen  Gleichung  mit  reellen  Coefficienten.^) 

Um  diese  Behauptung  zu  erweisen,  haben  wir  vorerst  den  Begriff 
der  Potenz  auch  auf  die  Zahlen  der  hier  behandelten  Systeme  zu 
übertragen.  Dieses  geschieht,  indem  wir  das  Product  aus  m  gleichen 
Factoren  rr  mit  x^^  bezeichnen  und  als  die  w*®  Potenz  von  ip  erklären. 
Dazu  fügen  wir  noch  die  Erklärung  x'^  =  x.  Auf  Grund  des  Be- 
stehens des  associativen  Gesetzes  für  die  Multiplication  hat  man 
nämlich 

^^     •     O^     ^=     -7*     •     ^^     -^-—      'J'^  ^^     .       Y^     ^2  /y>2     /yt  /yiO     ^_      /yt4 

u.  s.  w.,  allgemein 

wodurch  sowohl  die  Bezeichnungsweise  x'^  als  auch  der  Name  „Potenz" 
für  das  Product  aus  m  gleichen  Factoren  x  völlig  gerechtfertigt 
erscheint. 

Setzen  wir  nun 

und  bezeichnen  die  Determinante  dieses  Gleichungssystems  mit  3*,  d.  i. 

SO  lassen  sich,  falls  die  Zahl  x  so  beschaffen  ist,  dass  a  ^  0  ist,  die 
Einheiten  e^,  e^  •••  e^  und  mit  ihnen  alle  Zahlen  des  Systems  linear 
und  homogen  durch  die  Potenzen  x,  x^,  x^  •  •  •  x^  ausdrücken.  Ins- 
besondere besteht  für  rz;"  +  ^  eine  Gleichung  von  der  Form 

iC«  +  i  =  a^x  -f  a^x^  + 1-  a^_xX'^-'^  +  a^x"". 

Nimmt  man  hingegen  an,  dass  die  Determinante  B  den  Werth 
Null  habe,  so  verlangt  die  Coexistenz  der  Gleichungen  (17)  das  Be- 
stehen einer  linearen  und  homogenen  Gleichung  zwischen  den  Potenzen 
rr,  x^  '•'  x^y  also 

ftic  +  fta;^  +  •  •  •  +  /?„_ia;«- '  +  ß^x"  =  0. 

Hierin  können  auch  mehrere  der  Coefficienten  ß^.  verschwinden,  jedoch 
nicht  alle  zugleich,  falls  nicht  x  =  0  ist,  was  wir  ausschliessen.  Es 
können  aber  auch  nicht  alle  Coefficienten  mit  Ausschluss  von  ß^  ver- 
schwinden, weil  aus  ß^x  =  0  wieder  x  =  0  folgen  würde. 


1)   Ygl.    F.   Grissemann,    Monatshefte    für  Math,  und  Phys.    XI.  Jahrg. 
S.  137, 
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Fassen  wir  nun  die  beiden  Fälle  zusammen,  so  können  wir  sagen: 
Es  besteht  für  jede  Zahl  x  des  Systems  eine   Gleichung 

von  der  Gestalt 

^m_[.^^^m-i_| \- v^_,x' +  r^_^x  =  0      (2£m£n+l).    (18) 

Weil  die  weitere  Verfolgung  dieser  Gleichung  eine  neue  Ein- 
schränkung des  Zahlensystems  nöthig  macht,  wollen  wir  einstweilen 
von  derselben  absehen  und  dafür  noch  einige,  für  alle  associa- 
tiven^)  Zahlensysteme  giltige  Sätze  über  die  Moduln  der  Multipli- 
cation  anknüpfen. 

Satz  1.  Jedes  associative  Zahlensystem,  das  die  hintere 
(vordere)  Division  (im  allgemeinen)  zulässt,  besitzt  mindestens 
einen  vorderen  (hinteren)  Modul  der  Multiplication. 

Beweis:  Nehmen  wir  an,  das  System  lasse  die  hintere  Division 
zu  und  es  sei  h  eine  Zahl  des  Systems,  für  welche  die  Determinante 
A'(b)  der  hinteren  Division  nicht  verschwindet;  dann  hat  nach  Nr.  14 
die  Gleichung  h  ■  x  =  h  eine  einzige  Wurzel  x  =  e.  Bedeutet  nun  a 
eine  beliebige  Zahl  desselben  Systemes  und  setzt  man 

e-a  =  y,  (19) 

so  findet  man  gemäss  des  associativen  Gesetzes  der  Multiplication 

1)  ■  y  =  h  •  (e  '  a)  =  (h  ■  e)  •  aj 

also,  da  h  -  e  =  h  ist, 

]) .  y  =  h  '  a. 

Diese  Gleichung  besitzt  aber,  da  A'(h)^0  ist,  ebenfalls  nur  eine 
Wurzel,  nämlich  y  =  a.  Demnach  ergiebt  sich  aus  (19)  e  •  a  =  a, 
d.  h.  es  ist  die  Zahl  e  ein  vorderer  Modul  der  Multiplication. 

In  derselben  W^eise  zeigt  man,  dass  in  einem  Systeme  mit  vor- 
derer Division  mindestens  ein  hinterer  Modul  der  Multiplication  vor- 
handen ist. 

Folgesätze.  1)  Jedes  associative  Zahlensystem  mit  vollständiger 
(beiderseitiger)  Division  besitzt  mindestens  einen  vorderen  und  min- 
destens einen  hinteren  Modul. 

2)  In  einem  associativen  Zahlensysteme,  in  welchem  kein  vor- 
derer (hinterer)  Modul  vorhanden  ist,  ist  die  hintere  (vordere)  Division 
unzulässig. 

Der  2.  Folgesatz  bildet  die  directe  Umkehrung  des  1.  Folge- 
satzes in  Nr.  14,  falls  man  den  letzteren  nur  für  associative  Zahlen- 
systeme ausspricht. 

Der  1.  Folgesatz  kann  mit  dem  2.  Satze  von  Nr.  14  zu  dem 
folgenden  wichtigen  Satze  vereinigt  werden: 

1)  Der  Kürze  halber  bezeichnen  wir  als  associativ  ein  System  von  complexen 
Zahlen,  dessen  Multiplication  dem  associativen  Gesetze  gehorcht. 
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Satz  2.  Jedes  associative  Zahlensystem  mit  vollständiger 
Division  besitzt  einen  einzigen,  doppelseitigen  Modul  der 
Mnltiplication. 

16.  Associative  ZaMensysteme  mit  n  Einheiten,  die  eine  voll- 
ständige Division  zulassen;  insbesondere  solche,  in  denen  ein  Product 
nur  zngleicli  mit  einem  Factor  verschwinden  kann. 

Von  den  Zahlensystemen  mit  associativer  Mnltiplication  wollen 
wir  jetzt  behufs  näherer  Betrachtung  diejenigen  herausgreifen,  welche 
eine  vollständige  (sowohl  erste  als  zweite)  Division  zulassen.  Die- 
selben zeichnen  sich,  wie  aus  dem  2.  Satze  von  Nr.  15  im  Vereine 
mit  dem  3.  Folgesatze  von  Nr.  14  unmittelbar  hervorgeht,  vor  allen 
übrigen  Zahlensystemen  mit  associativer  Mnltiplication  durch  den 
Besitz  eines  doppelseitigen  Moduls  der  Mnltiplication  aus.  Unsere 
Voraussetzung,  dass  das  von  jetzt  an  zu  betrachtende  Zahlensystem 
eine  vollständige  Division  zulasse,  ist  daher  gleichbedeutend  mit  der 
Forderung: 

7.  Deflnition.  Es  sei  ein  doppelseitiger  Modul  der  Mnl- 
tiplication vorhanden. 

Bedeutet  e  diesen  Modul,  so  befinden  sich  unter  den  Zahlen  des 
nun  vorliegenden  Systemes  auch  alle  Zahlen  ae,  worin  u  jede  reelle 
Zahl  vorstellen  kann.  Die  Zahlen  ae  bilden  aber  auch  für  sich  allein 
betrachtet  ein  vollkommen  abgeschlossenes  Zahlensystem,  und  zwar 
gelten  für  dieselben  die  nämlichen  Rechengesetze,  wie  für  die  reellen 
Zahlen.  Sie  unterscheiden  sich  von  den  letzteren  lediglich  dadurch, 
dass  die  Einheit,  statt  mit  1,  mit  e  bezeichnet  erscheint.  Auch  den 
übrigen  Zahlen  des  complexen  Zahlensystems  gegenüber  verhalten 
sich  die  Zahlen  ae  genau  so,  wie  die  reellen  Zahlen  a,  indem  in  den 
complexen  Zahlen  und  ihren  Verknüpfungen  jeder  reelle  Coefficient 
a  durch  den  ihm  entsprechenden  Factor  ae  ersetzt  werden  kann. 
Aus  diesem  Grunde  darf  man,  ohne  die  Allgemeinheit  auch  nur  im 
geringsten  zu  beeinträchtigen,  e  =  \  setzen.  Thut  man  dieses,  so 
braucht  man  fortan  zwischen  einem  Coefficienten  a  und  einem  reellen 
Factor  a  keinen  Unterschied  mehr  zu  machen,  und  es  kann  daher 
auch  der  Punkt  als  Multiplicationszeichen  entfallen,  d.  h.  man  darf 
in  Hinkunft  das  Product  zweier  Zahlen  a  und  h  nach  Belieben  mit 
a  '  h  oder  einfach  mit  ah  bezeichnen. 

Wir  können  auch  den  nunmehrigen  Modul  1  als  eine  der  Ein- 
heiten der  Basis  e^,  e^  •••  e^  des  complexen  Zahlensystems  wählen, 
indem  wir  etwa  e„  =  1  setzen.  Für  w  =  1  haben  wir  dann  das 
System  der  reellen  Zahlen  in  seiner  gewöhnlichen  Form  vor  uns. 

Nehmen  wir  von  nun  an  w  >  1  an,  so  erscheint  jede  Zahl  a  des 
Systems  in  der  Gestalt 
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Hierin  kann  keine  von  den  Einheiten  e^,  e^  •••  e^_^  mehr  reell  sein, 
weil  jede  reelle  Zahl  «  mit  der  Einheit  1  durch  eine  lineare  Gleichung 
mit  reellen  Coefficienten,  nämlich  a  =  a  •  1,  verbunden  ist,  während 
sämmtliche  Einheiten  1,  e^,  e^  •  •  •  e^_^  von  einander  unabhängig 
sein  müssen. 

Wir  kehren  nun  wieder  zu  der  Gleichung  (18)  der  vorigen 
Nummer  zurück.  Dieselbe  können  wir  nunmehr,  indem  wir  darin 
noch  m  durch  m  -\~  \  ersetzen,  in  der  Gestalt 

X (:r'»  +  v^x'"- 1  H h  ^7„-i^  +  O  =  ö         (1  <  m  ^  n)     (21) 

anschreiben.     Setzen  wir  ferner 

G(x)  =  rr-  +  v^x-^-^  +  ••  •  +  v^_^x  +  v^, 
so    lässt    sich    die    ganze    Function    Gipc)    nach    dem    Gauss' sehen 
Fundamentalsatze   der  Algebra  für  jedes  reelle  ic  =  ^  in  lauter 
reelle  Factoren  ersten  und  zweiten  Grades  zerlegen,  so  dass  6r(^)   in 
der  Gestalt 

Ar  l 

G  (I)  =/7(?  -  «.)*']7  { (?  -  ßrf  +  rl  1  '■'■  (22) 


erscheint,  worin 

k 


2jK  +  ^2k-«^   "öd   y.^0 


1  r  =  l 


ist.  Da  für  die  Potenzen  der  Zahlen  x  des  hier  betrachteten  Systems 
gerade  so,  wie  für  jene  der  reellen  Zahlen  $,  die  Formel  (16)  der 
vorigen  Nummer  besteht,  so  bleibt  die  Gleichung  (22)  auch  noch 
giltig,  wenn  man  in  derselben  |  durch  x  ersetzt,  d.  h.  es  ist  auch 

k  i 

G  {X)  ^Hix  -  u;)']:]  ( (x  -  ß;)'  +yl}'r, 

1  1 

Somit  geht  die  Gleichung  (21)  über  in 
k  i 

xf[ix  -  «,)'•'■  ffiix-  ß^y  +  rl]''  =  o 


r  =  l  /•  =  !  / 


(23) 


Um  aus  dieser  Beziehung  zwischen  den  Zahlen  x  und  den  reellen 
Zahlen  eine  einfachere  zu  gewinnen,  legen  wir  dem  Zahlensysteme 
noch  eine  neue,  nun  aber  letzte  Schranke  auf,  indem  wir  festsetzen: 

8.  Definition.  Es  soll  das  Product  zweier  Zahlen  des 
Systems  dann  und  nur  dann  verschwinden,  wenn  mindestens 
einer  der  Factoren  Null  ist. 
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Unter  dieser  Voraussetzung  liefert  die  Relation  (23)  für  jede 
nicht-reelle  Zahl  x  unseres  Zahlensystems  eine  quadratische 
Gleichung 

i^-ßy+r'  =  0        (y^O),  (24) 

der  man^  da  7^  ^  0  sein  muss,  bei  anderer  Wahl  der  Buchstaben  die 
Gestalt 

(a  +  ßxy  =  —  l 

verleihen  kann,  worin  jetzt  ß^O  ist. 

Nehmen  wir  die  so  gewonnene  Gleichung  für  die  nicht-reellen 
Einheiten  e^,  62  •••  e^_^  in  Anspruch,  indem  wir 

(«.  +  ^.e.)' =  -  1         ir=  1,2  ■■■n-l)  (25) 

setzen,  so  lässt  sich  nach  Grissemann^)  zunächst  dadurch  eine  we- 
sentliche Vereinfachung  der  Operationen  in  dem  vorliegenden  Zahlen- 
systeme herbeiführen,  dass  man  die  nicht-reellen  Einheiten  e^, 
^2  '  '  '  ^n-i  <iurch  die  Zahlen 

i  =  u,  +  ß,e,        (r=l,2...»-l) 

ersetzt.  Eine  solche  Transformation  des  Systems  ist  erlaubt,  da  die 
Coefficienten  ß^^,  ß^  •  •  •  ß„  sämmtlich  von  Null  verschieden  sind. 

Für  die  neuen  Einheiten  i^,  «2  •  •  •  i„_i  bestehen  zufolge  der 
Gleichungen  (25)  die  Relationen 

il  =  —  l         (r  =  1,  2  • . .  w  —  1).  (2ß) 

Wir  haben  somit  für  n  =  2  das  System  der  gemeinen  complexen 
Zahlen  vor  uns. 

Nunmehr  nehmen  wir  n^  2  an.  Dann  lassen  sich  aus  der 
Gleichung  (24)  für  die  Einheitsproducte  noch  weitere  wichtige  Be- 
ziehungen ableiten. 

Schreibt  man  in  (24)  x  =  i^  -\-  ?',,  so  erhält  man,  falls  man  sich 
vorläufig  r  und  s  als  feststehend  denkt, 

l(v  +  0-^r+r'=o      (r^O)  (27) 

und  daraus 

(V  +  0'  -  2/3  (V  +  i.)  +  ß'  +  f  =  0.  (28) 

Ebenso  hat  man  für  r^s 

{iir-i.)-ß'V+?"=0        i/^O). 
also 

(V  -  i.y -  2ß' (v  -  i.)  +  r+Y"=  0.  (29) 

Andererseits  ist  zufolge  der  Gleichungen  (26) 

(V  +  i>y  =  i'r  +  il  +  (V^  +  i.K)  =  -  2  +  {Ki.  +  i,v), 

(v  —  %f  =  ^l  +  ^!  —  {K%  +  \Q  =  —  2  —  (v/,  +  i,i,), 

1)  Grissemann  a.  a.  0.  S.  138. 
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also  (,;  +  ij  +  (i^_,-J2  =  _4. 

Durch  Addition  von  (28)  und  (29)  ergiebt  sich  unter  Berücksichtigung 
der  zuletzt  gefundenen  Gleichung 

2iß  +  m  +  ^{ß-  ß')i. ^ß'  +  ß"  +  f  +  y"  -  4. 

Dieses  Resultat  besagt,  dass,  falls  r  ^  s  genommen  wird,  ß  =  ß'  =  0 
und  y^  -\-  y'^  =  4  sein  muss.  Daraus  folgt  aber,  da  sowohl  y  als 
auch  y'  von  Null  verschieden  ist,  j^^  <  4  und  y'^  <  4.  Demnach 
nimmt  die  Gleichung  (27)  nunmehr  die  Gestalt  an 

(V  +  O'  +  y'  =  0         ir^s,y'<4), 
und  daraus  findet  man  mit  Hilfe  von  (26) 

Ki.  +  hK  ='2-y'  =  ö         {d'<  4). 
Denken  wir  uns  nun  r  und  s  wieder  als  beweglich,  so  entspricht 
der  vorstehenden  Gleichung  das  Gleichungssystem 

V^  +  ^>'r  =  dV..        ((J?,.<4-,   r^s;    r,  s  ==  1,2  ■  -  -  n  —  1).     (30) 

Es  verdient  noch  besonders  hervorgehoben  zu  werden,  dass  diese 
Relationen  (30)  für  jede  Basis  1,  \,  i^  •••  i^_^  bestehen  müssen, 
deren  nicht-reellen  Einheiten  ^^,  i^  •••  i^_^  den  Gleichungen  (26) 
genügen. 

Für  die  weitere  Untersuchung  ersetzen  wir  die  zuletzt  gebrauchten 
Einheiten  ^^,  i^  •••  \_^  durch  neue  f^,  f^  '"  fn-u  welche  mit  jenen 
durch  die  Gleichungen 

U  =  iü    /;  =  Mi  +  ^rV        (r  =  2,3...w-l) 
verbunden    sein    sollen,    worin    die    2n  —  4   Coefficienten   aj,ß^  noch 
näher  zu  bestimmen   sind.     Eine   solche  Transformation  ist  gestattet, 
falls  die  ß^  sämmtlich  von  Null  verschieden  sind.     Demnach   ist  im 
Hinblick  auf  (26)  und  (30) 

n  =  (cC^h  +  ßAT  =-«  +  ßl)  +  C^rßrKr, 
flfr  +  frfl  =  h  (C^rh  +  ßrK)  +  {^rh  +  ßX)  h  =  -  2  a,  +  ßj,,r. 

Hierin  versuchen  wir  a^  und  ß^  so  zu  bestimmen,  dass 

/?=-!  und  /■./;  +  /;/;  =  0 

wird. 

Falls  Öi^r  =  0  ist,  werden  diese  Forderungen  erfüllt,  indem  man 
«r  =  Ö?  I^r  =  dz  1;  ^Iso  /i-  =  +  «V  setzt.  Ist  dagegen  öi^r  ^  0,  so 
hat  man  zur  Bestimmung  von  a^  und  ß^  die  Gleichungen 

-~^  =  -«  +  ßl)+ccJA,r     und     0=-2«,  +  ^,V, 
woraus  sich  zunächst 

Stolz  u.  Gmeiner,  theoret.  Arithmetik.   II.  21 
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ergiebt.  Die  letztere  dieser  beiden  Gleichungen  ist,  da  di,^<4  ist, 
stets  nach  «^  reell  auflösbar,  und  zwar  liefert  sie  zwei  von  Null 
verschiedene,  entgegengesetzte  Werthe  für  a^.  Zufolge  der  ersteren 
fällt  daher  auch  ß^  stets  von  Null  verschieden  aus.  Es  giebt  also 
stets  nicht  nur  eines,  sondern  2^~^  Systeme  von  Einheiten  /i,  ^2  '  "  fn-i> 
welche  die  Eigenschaft  haben,  dass 

f^=  —  l         (r=l,2...^-l)  (31) 

und 

fj.  +  frfi  =  0         (r  =  2,3...»-l)  (32) 

ist.  Da  hiernach  f^f^  =  —  f^f^  für  r  >  1  ist,  so  sind  wir  zu  dem 
wichtigen  Satze  gelangt: 

Ein  Zahlensystem  mit  mehr  als  zwei  Einheiten,  das  den 
hier  gestellten  acht  Forderungen  entsprechen  soll,  kann 
niemals  eine  commutative  Multiplication  besitzen.  Es  giebt 
daher  ausser  den  beiden  Systemen  der  reellen  und  der  ge- 
meinen complexen  Zahlen  kein  einziges  Zahlensystem  mehr, 
in  welchem  genau  dieselben  Rechengesetze  anwendbar 
wären,  wie  für  die  reellen  Zahlen. 

Nach  Hankel  giebt  es  in  einem  Zahlensysteme  mit  mehr  als 
zwei  Einheiten,  das  eine  distributive,  associative  und  commutative 
Multiplication  zulässt,  selbst  dann,  wenn  die  in  Nr.  14  mit  /t  (h)  be- 
zeichnete Determinante  nicht  identisch  verschwindet  und  das  System 
daher  einen  (doppelseitigen)  Modul  der  Multiplication  besitzt,  noch 
von   Null   verschiedene   Zahlen,   deren  Product   gleichwohl  Null  ist.^) 

Diese  von  Hankel  bewiesene  Thatsache  erscheint  nach  unserer 
Darstellung  der  Systeme  complexer  Zahlen  als  eine  unmittelbare 
Folge  aus  dem  vorstehenden  Satze.  Hätten  wir  nämlich  anstatt  der 
8.  Definition  gefordert,  dass  die  Multiplication  commutativ  sei,  so 
würde  in  einem  solchen  Zahlensysteme  gemäss  des  ersten  Theiles 
des  obigen  Satzes  die  in  der  8.  Definition  aufgestellte  Bedingung  un- 
möglich erfüllt  sein  können. 

Wir  betrachten  nun  zunächst  den  Fall  n  =  3.  Setzen  wir  dem- 
gemäss 

/l/2  =  ^0      (      §1/1   ~r  fe2/2? 

so  ist  zufolge  (31) 

=  (Soi2-y  +  ««  +  iii2)/;  +  i^/2- 

1)  Hankel  a.  a.  0.  S.  106.  Durch  diesen  Satz  beantwortete  Hankel  die 
Frage,  deren  Lösung  Gauss  (Werke  ü,  S.  178)  versprochen,  aber  nicht  gegeben 
hat:  „warum  die  Relationen  zwischen  Dingen,  die  eine  Mannigfaltigkeit  von 
mehr  als  zwei  Dimensionen  darbieten,  nicht  noch  andere  in  der  allgemeinen 
Arithmetik  zulässige  Arten  von  Grössen  liefern  können". 
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Andrerseits  hat  man,  da  das  associative  Gesetz  für  die  Multiplication 
fortbestehen  soll, 

Durch  Vergleichung  dieser  beiden  Resultate  mit  einander  ergiebt  sich 

£oS.-^l=0,      lo  +  11^2=0,      II  =  -1. 
Von  den  so   gefundenen   Gleichungen  ist  aber  mindestens  die  letzte, 
d.  i.   ||  =  —  1,   unerfüllbar,    da   das   Quadrat   einer   reellen   Zahl   ^^ 
nicht  negativ  sein  kann. 

Es  giebt  daher  kein  Zahlensystem  mit  drei  Einheiten, 
das  die  von  uns  gestellten  acht  Forderungen  erfüllen  würde. 

Nehmen  wir  demgemäss  jetzt  w  >  3;  dann  gelten  für  die  Ein- 
heitsproducte  ausser  den  Beziehungen  (31)  und  (32)  zufolge  (30)  noch 
die  nachstehenden: 

frf.  +  f/r  =  Sr. ,  (S?,,  <  i;    T  ^  S;    T,  S  ^  2,  S  ■  ■  ■  H  -  1).       (33) 

Um  noch  einfachere  Beziehungen  für  die  Einheitsproducte  zu 
erreichen,  transformiren  wir  das  Zahlensystem  abermals.  Als  neue 
Einheiten  wählen  wir  ausser  der  reellen  Einheit  1  die  Zahlen 

il=/i;      J2=f2'->      Jr  =  ^rU  +  ßrfr  (^  =  3,  4  •  •  •  ^  —  1), 

worin  die  Coefficienten  a^  und  ß^  noch  näher  zu  bestimmen  sind  und 
zwar  so,  dass  ^3^  ^  0  für  r  =  3^  4-  "  n  —  1  wird. 
Zunächst  bemerken  wir,  dass  neben 

kh  +  iJi  =  fif2  +  Üfi  =  0 
zufolge  (32)  auch 

ist.     Femer  findet  man  mit  Rücksicht  auf  (31)  und  (33) 

Wir  trachten  nun  die  Coefficienten  a^  und  ß^  wieder  so  zu  be- 
stimmen, dass 

;■'  =  —   1.      hJr+Jrh  =  ^ 

wird.  Für  den  Fall,  dass  ^2,  r  =  0  ist,  brauchen  wir  zu  diesem  Zwecke 
zufolge  der  Gleichungen  (34)  wieder  nur  «^  =  0 ,  ßr=  'ii^j  ^Iso 
jj.  =  ztifr  ^^  nehmen.  Auch  falls  ^2,r  ^  0  ist,  ergeben  sich  zur 
Bestimmung  von  a^  und  ß^  gemäss  (34)  wieder  zwei  Gleichungen  von 
genau  derselben  Gestalt,  wie  wir  sie  früher  gelegentlich  der  zweiten 
Transformation  des  Zahlensystems  erhielten,  nämlich 

ß^==~     und     «^(1-    *)=-!. 

21* 
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Da  hier  wieder  62,,.  <  4  ist,  so  giebt  es  sicher  Systeme  von  Ein- 
heiten j^,  J2  "•  Jn-ij  fii^  welche  die  Gleichungen 

JJr+JrJi  =  0         (r  =  2,  3  ...  .^-  1)  (35) 

J2Jr  +JJ2  =  0  (r  =  3,  4  .  •  .  W  —  1)J 

bestehen. 

Es  sei  nun  die  Basis  1  JiJ2'"Jn-i  ^^^  Relationen  (35)  ent- 
sprechend gewählt;  dann  ist  zufolge  eben  dieser  Relationen  und  des 
associativen  Gesetzes  der  Multiplication  für  r  >  2 

UlhlT  =  (JMr)  {JlhJr)  =  {hh)  iJrh)  {hJr)  =  {hh)  UlJr)  UfJi) 
==  UlhJl)  {JJr)h  =  —  {hhk)k  =  —  {hh)  ihh) 

=  OJ2)  U2J1)  =hihh)h  =  —  ii  =  ^ 

also 

und  somit  j-^j^jr  ^=  ~F  L  Durch  Multiplication  mit  j^  erhält  man 
hieraus  {hhJr)Jr  =  +i  ^^d,  da  UJiJr)^  =  U1J2)  (JJr)  =  —Jik 
ist,  schliesslich 

Für  ^  >  4  ist  demnach 

Dieses  Resultat  steht  jedoch  im  Widerspruche  mit  der  Voraussetzung, 
dass  die  Einheiten  des  Zahlensystems  von  einander  unabhängig  seien. 
Aus  diesem  Umstände  müssen  wir  schliessen: 

Es  giebt  kein  Zahlensystem  mit  mehr  als  vier  Ein- 
heiten, das  den  hier  an  dasselbe  gestellten  acht  Forderungen 
zu  genügen  imstande  wäre. 

Nunmehr  bleibt  nur  noch  der  Fall  w  =  4  zur  weiteren  Unter- 
suchung übrig. 

17.   Die  Hamilton' sehen  Quaternionen.    Ihre  Multiplication. 
Für  w  =  4  geht  die  Formel  (36)  in 

kk  =  ^h        («  ==  ±  1) 
über.     Aus    dieser  Beziehung   erhält   man   durch    entsprechende   Mul- 
tiplication   der    beiden    Seiten    derselben    mit  Jg,    beziehungsweise  j^ 
(J2  ist  hinten,  j^  vorne  anzusetzen),  unter  Berücksichtigung  des  asso- 
ciativen Gesetzes  und  der  Formeln  (35)  leicht  noch 

iJs  =  ^k     und    jJi  =  fjg. 
Diese  drei  Relationen  lassen  sich  stets  in 

hk  =  k  1    kk  =  k ;    JJi  =  k  (37) 

umwandeln.  Für  £  =  1  fallen  die  ersteren  mit  den  letzteren  ohnehin 
zusammen;  im  Falle  £  =  —  1  braucht  man  nur  die  Einheiten  ^'^,  j^,  j^ 
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durch    — Ji,    — J2,    — Js    zn    ersetzen^    um    für    die    neuen    Einheits- 
producte  die  Beziehungen  (37)  zu  erlangen. 

Wir  haben  es  demnach  nur  noch  mit  einem  einzigen  Zahlen- 
systeme mit  den  vier  Einheiten  1,  j^^  j^j  j^  zu  thun,  das  zufolge  der 
Formeln  (35)  und  (37)  bei  geeigneter  Wahl  der  Einheiten  j^,  j^,  j^ 
lurch  die  Einheitsproducte 


_ _,    (38) 

.71^2  J2J1   J3  7  J2J3   JiJ2   Jl  1       J3J1  JlJd  J2  ' 

charakterisiert  ist.  Es  ist  dies  das  System  der  Hamilton'schen 
Quaternionen.^) 

Die  vorausgegangene  Untersuchung  hat  nun  gezeigt,  dass  ausser 
den  Systemen  der  reellen  und  der  gemeinen  complexen  Zahlen  höchstens 
noch  jenes  der  genannten  Quaternionen  die  von  uns  gestellten  acht 
Forderungen  erfüllen  könne.  Ob  oder  dass  aber  die  Quaternionen 
diesen  Forderungen  wirklich  genügen,  das  haben  wir  noch  nachzu- 
weisen. 

Dabei  können  die  ersten  fünf  von  diesen  Forderungen  (Def.  1 — 5) 
nicht  mehr  in  Betracht  kommen,  weil   durch  sie   erst  die  Ausdrücke 

zu  Zahlen  erhoben  und  die  Grundoperationen  für  die  letzteren  erklärt 
werden. 

Bezüglich  der  5.  Definition  ist  lediglich  noch  zu  bemerken,  dass 
die  Formeln  (5)  in  Nr.  13  nunmehr  die  besondere  Gestalt  der 
Gleichungen  (38)  angenommen  haben. 

Auch  die  siebente  Forderung  (Def.  7)  ist  unzweifelhaft  erfüllt, 
da  das  System  der  Quaternionen  die  reelle  Einheit  1  enthält. 

Um  zu  sehen,  ob  die  Multiplication  der  Quaternionen  dem  asso- 
ciativen  Gesetze  gehorche,  haben  wir  nur  die  Producte  aus  je  drei 
Einheiten  daraufhin  zu  prüfen.  Da  die  Einheit  1  als  Factor  stets 
weggelassen  werden  darf,  so  handelt  es  sich  dabei  nur  um  die  Pro- 
ducte aus  je  drei  Einheiten  j^,  j^,  j^y  worin  jeder  der  Zeiger  r  s  t, 
uuabhängig  von  den  beiden  andern,  jeden  von  den  Werthen  1,  2,  3 
haben  kann.     Die  Formeln  (38)  ergeben  nun  ganz  allgemein 

UrJ,)Jt=Jr(JJt)> 

wovon  man  sich  durch  wirkliche  Ausrechnung  dieser  Einheitsproducte 
für  alle  möglichen  Werthe  von  r  s  t  überzeugt.  Zunächst  sieht  man, 
^ass  {jj^)j^  =  —j^  und  j,(JrJr)  =  —Jr  ist.  Ertheilt  man  den  Formeln 
in  der  zweiten  Zeile  von  (38)  die  Gestalt: 

1)  W.  R.  Hamilton  „Lectures  on  Quatemions"  (1853)  und  „Elements  of 
Quatemions"  (1866),  letztere  in  deutscher  üebersetzung  herausgegeben  von 
P.  Glan,  2  Bde.  (1882—1884).  Eine  übersichtliche  Darstellung  der  Theorie  der 
QuateiTiionen  verdankt  man  indess  erst  Hankel  (a.  a.  0.  8.  u.  9.  Abschnitt). 
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JrJs  =  ^Jt^      Jsh  =   ^Jry      jJr  =  ^Js  (^  =  ±  1), 

wobei  jetzt  die  Nummern  r  s  t  als  von  einander  verschieden  anzu- 
sehen sind,  so  findet  man 

ÜrJs)Js  ==  ^JtJs  =  «  (—  ^Jr)  =  —  i;    JriJJs)  =  "  Jr^ 
UJr)Js  =  —  ^JJs  =  Jr  ;      Js  UJs)  =  ^iJt  =  Jr 
UsJs)Jr  =—U  i  UsJr)  =  —  ^JJt  =  —  Jr 

UrJs)Jt  =  £JJt  =   —   «;        JrUsJt)  =  ^JJr  =  —  £' 

Die  Multiplication  der  Quaternionen  ist  demnach  asso- 
ciativ. 

Die  achte  Forderung  ist  an  den  Quaternionen  ebenfalls  erfüllt. 
Dies  lässt  sich  am  einfachsten  mit  Hilfe  zweier  noch  zu  erörternden 
Begriffe  zeigen.     Schreibt  man  nämlich 

so  wird  die  Zahl  a^  —  a^j^  —  a2i2  —  ^sis?  ^-  i-  ^^^^  j®^^  Zahl,  die 
aus  a  dadurch  entsteht,  dass  man  darin  die  Einheiten  j^,  j^,  jg  durch 
ihre  Gegeneinheiten  — j^,  — jg?  — Js  ersetzt,  als  die  Conjugierte 
{Ka)  und  das  Product  a  ■  Ka  als  die  Norm  (Na)  von  a  bezeichnet. 
Man  findet  demnach 

Na^ul  +  a\  +  ul-\-  «^  (39) 

Es  ist  also  die  Norm  einer  jeden  von  Null  verschiedenen 
Quaternion  eine  positive  reelle  Zahl. 

Soll  nun  ein  Product  a  •  6  verschwinden,  d.  i.  a  •  &  =  0  sein,  so 
hat  man  ah-  Kh  =  0,  also  a  •  Nh  =  0.  Da  Nh  reell  ist,  so  folgt 
daraus  entweder  a  =  0  oder  Nh  =  0;  im  letzteren  Falle  muss  auch 
h  =  0  sein.  Das  Product  a  •  h  verschwindet  somit  dann  und  nur 
dann,  wenn  mindestens  der  eine  der  Factoren  Null  ist. 

Hiermit  sind  wir  zu  dem  Satze  von  Frobenius^)  gelangt: 

Unter  den  Systemen  complexer  Zahlen  mit  mehr  als 
zwei  Einheiten  erfüllt  nur  noch  das  System  der  Quaternionen 
die  von  uns  aufgestellten  acht  Bedingungen. 

Das  Product  zweier  Quaternionen  ist  zufolge  der  Formeln  (38) 
im  allgemeinen  nicht  commutativ;  doch  giebt  es  Fälle,  in  denen 
das  commutative  Gesetz  für  die  Multiplication  bestehen  bleibt; 
dies  trifft  z.  B.  zu,  wenn  der  eine  Factor  reell  ist,  oder  wenn 
die  beiden  Factoren  einander  conjugiert  sind.  Im  ersteren 
Falle  ist  die  Commutativität  des  Productes  selbstverständlich,  im 
letzteren  lässt  sich  dieselbe  aus  der  Gestalt  (39)  der  Norm  unmittel- 
bar erkennen.     Darnach  ist 

a-  Ka  =  Ka'a  =  Na.  (40) 


1)  Journal  f.  r.  u.  ang.  Mathematik,  84.  Bd.  S.  63, 
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Der  reelle  Bestandtheil  der  Zahl  a  wird  nach  Hamilton  als 
Scalar  {Sa)y  der  nicht-reelle  Theil  als  Vector  {Va)  von  a  bezeich- 
net.    Schreibt  man  demnach 

so  hat  man 

Sa  =  Uq,  Va  =  «1  ji  +  «2^2  +  ^sis:     a  =  Sa  -\-  Va,   Ka  =  Sa  —  Va. 

Für  «0  =  ^  is^  ^  =  ^**?  ^^^^  ^  selbst  ein  Vector. 

Bezüglich  der  Vectoren  wollen  wir  die  folgenden  Sätze  erwähnen: 

1)  Die  Conjugierte  eines  Vectors  ist  der  demselben  ent- 
gegengesetzte Vector,  d.  i. 

KiVa)  =  —  Va.  (41) 

2)  Das  Quadrat  eines  (von  Null  verschiedenen)  Vectors  ist 
eine  negative  reelle  Zahl,  und  zwar  absolut  genommen  gleich 
der  Norm  des  Vectors. 

Der  erste  dieser  Sätze  folgt  unmittelbar  aus  dem  Begriffe  der 
Oonjugierten.     Es  besteht  also  die  Gleichung  (41).     Demnach  ist 

N(Va)  =  Va  •  K(Va)  =  -  (Va)^, 

wodurch   im   Hinblicke   auf  die   Formel   (39)    auch    der  zweite   Satz 
seine  voUe  Bestätigung  findet. 

3)  Bedeuten  A  und  JB  zwei  Vectoren,  so  hat  man 

S{Ä-B)  =  S(B-  A)    und     V(Ä    B)  =  -  V(B  - Ä).       (42) 

Ist  nämlich 

^  =  «lii  +  ^2J2  +  «sis     ^^nd     B  =  ft  ji  +  ßj^  +  ßJs, 

so  erh'ält  man  durch  Multiplication  von  Ä  mit  B 

S(Ä  •B)  =  -  («ift  +  «2Ä  +  «3/^3). 
V(Ä .  B)  =  (a,ß,  -  a,ß,)j,  +  (a,ß,  -  a,ß,)j,  +  {a,ß^  —  a^ß,)j.^. 

Um  S(B-Ä)  und  V(B'Ä)  zu  bilden,  hat  man  nur  in  den  vor- 
stehenden Ausdrücken  die  Coordinaten  von  Ä  mit  jenen  von  B  zu 
vertauschen,  wobei  die  Richtigkeit  der  Formeln  (42)  sofort  zu 
Tage  tritt. 

4)  Die  Conjugierte  des  Productes  zweier  Vectoren  ist 
gleich  dem  Producte  der  in  umgekehrter  Anordnung  ge- 
nommenen Factoren-,  sind  also  A,  B  zwei  Vectoren,  so  hat  man 

K{A'B)  =  B'A.  (43) 

Beweis:  Aus  A-B=  S{A-  B)  +  V(A  ■  B)  findet  man 

K{A  .  B)  =  S(A  .  B)  —  V{A  ■  B) 

und  hieraus  mit  Hilfe  von  (42) 

K{A'B)  =  S{B'A)-\-  V{BA)  =  BA. 
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Dieser  Satz  ist  ein  besonderer  Fall  des  folgenden: 
Die  Conjugierte   des  Productes  zweier  Quaternionen  ist 
gleich    dem  Producte   der    in    umgekehrter   Anordnung    ge- 
nommenen Conjugierten  der  beiden  Pactoren.^) 

Um  diesen  Satz  zu  beweisen,  setzen  wir  zur  Abkürzung  Sa^Uy 
Va  =  Ä  und  ebenso  Sh  =  /3,   Vh  =  B-^  dann  ist 

a  'l  =  {a  +  Ä)  {ß  +  B)  =  aß  +  ßA  -[-  aB  +  AB. 

Daraus  ergiebt  sich  zufolge  (41)  und  (43) 

K{a  -  h)  =  aß  —  ßA  —  aB  +  B '  A  =  {ß  —  B)  {a  —  A)y 

^^^^  K(a-h)  =  Kh'  Ka.  (44) 

Folgerung:    K{a')  =  {Kay. 

Die  Formel  (44)  führt  sofort  zu  dem  Satze: 

Die  Norm  eines  Productes  von  Quaternionen  ist  gleich 
dem  Producte  aus  den  Normen  der  Factoren.^)  Nach  (44) 
hat  man  nämlich 

N{a-h)={a-h)-K{a'h)=^a'hKh'Ka=a'm^Ka  =  a'Ka'Nh 

und  endlich  ^^^  •  &)  =  JVa  •  i\^; 

Demnach  ist  auch  allgemein 

N{a^ .  «2  • .  •  aj  ==  Na^  -  Na^ -- -  Na^.  (45) 

Folgerung:   Für  a^  =  a^  =  . . .  =  a^^^==  a  erhält  man  aus  (45) 

18.  Die  beiden  Divisionen  der  Quaternionen. 

Die  beiden  Divisionen,  sowohl  die  erste  als  auch  die  zweite, 
sind  stets  möglich  und  eindeutig,  wenn  nur  der  Divisor 
nicht  Null  ist. 

Beweis:  Es  sei  zunächst  der  Divisor  eine  reelle  Zahl  /3  ^  0, 
dann  sind  wegen  der  Commutabilität  der  reellen  Factoren  bei  gleichem 
Dividend  und  gleichem  Divisor  die  beiden  Quotienten  (der  vordere 
und  der  hintere  Quotient)  einander  gleich;  die  Gleichung 

X  '  ß  ==  ß  '  X  =  a 
hat  die  einzige  Wurzel 

welche  man  einfach  mit  -^  bezeichnen  kann.     Es  ist  dann 

P 

Die  erste  Division  mit   nicht-reellem  Divisor  h  lässt  sich  auf 


1)  Hankel  a.  a.  0.  S.  144  und  145. 
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jene  mit  reellem  Divisor  zurückführen.  Nehmen  wir  an,  die  Gleichung 
X  '  h  =  a  habe  eine  Wurzel  X]  dann  haben  wir  gemäss  der  Formel  (40) 

xhKh==X'Nh  =  a'Kh 
und,  weil  Nh  reell  ist,  ^ .  j^^ 

^  ^  "Wf ' 
Dieser  Werth  genügt  wirklich   der  Gleichung  x  •  h  =  a,  denn   es  ist 

a-Kb     ,  _  a-Kbb  _  a-Nb  _ 
~  Nb  Nb       ~     Nb     ~^' 

Die  erste  Division  ist  also  für  jeden  von  Null  verschiedenen  Divisor 
möglich  und  eindeutig.     Bezeichnet  man  den  ersten  Quotienten  von  a 

durch  h  mit  ^,  so  ist  ^. 

b  '  a  a  •  Kb 

b  ~  ~~Nb~ ' 
Soll  auch  die  Gleichung  hx  =  a  eine  Wurzel  x  besitzen,  so  muss 
Kh'h'X  =  Nh'X  =  Kha, 
also  _  Kba 

sein.     Bezeichnet  man  diesen  Werth  mit  a  :  &,  so  hat  man 

■j_     /       -L\        -L     J^b  •  a        b  •  Kb  ■  a         Nb  •  a 
^         '  Nb  Nb  Nb 

Es  ist  demnach  auch  die  zweite  Division  möglich  und  eindeutig, 
wenn  nur  der  Divisor  nicht  Null  ist. 

Auch  wenn  der  Dividend  eine  reelle  Zahl  a  ist,  fallen,  weil 
a  '  Kh  =  Kh  •  a  ist,  die  beiden  Quotienten  zusammen.    Insbesondere  ist 

Bezeichnet  man  diesen  Werth  mit  6~^^)  so  hat  man 

~  =  a  'h~^         a:h  =  h~^-  a. 
b 

Die  Richtigkeit  dieser  Formeln  ist  auch  unmittelbar  zu  erkennen, 
indem  man  den  ersteren  Werth  für  x  in  die  Gleichung  x  -h  =  a,  den 
letzteren  für  x  in  die  Gleichung  b  •  x  =  a  einsetzt. 

19.  Der  absolute  Betrag  (Tensor)  einer  Quaternion. 

Die  absolute  Quadratwurzel  aus  der  Norm  einer  Quaternion  be- 
zeichnet man  als  den  absoluten  Betrag  der  letzteren.  Es  ist  dies 
die  naturgemässe  Verallgemeinerung  des  gleichnamigen  Begriffes  bei 
den  gemeinen  complexen  Zahlen.  (Vgl.  Nr.  11.)  Thatsächlich  gelten 
für  die  absoluten  Beträge  der  Quaternionen  dieselben  Sätze,  wie  sie 
in  Nr.  11  für  jene  der  gemeinen  complexen  Zahlen  gefunden  wurden. 

1)  b~^  heisst  die  reciproke  Quaternion  zu  b.     Vgl.  Hankel  a.  a.  0.  S.  179. 
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Es  wird  genügen,  hier  den  ersten  und  dritten  jener  Sätze  zu  beweisen, 
da  die  übrigen  bis  einschliesslich  zum  Satze  5)  aus  diesen  folgen 
und  bezüglich  der  Sätze  6)  und  7)  das  in  Nr.  11  Vorgetragene,  ab- 
gesehen davon,  dass  jetzt  selbstverständlich  a  =  «^  +  "iJi  +  ^2J2  ~\~  ^sh 
zu  setzen  ist,  wörtlich  zu  wiederholen  ist. 

Der  Satz  1)  lautet  in  seiner  Anwendung  auf  Quaternionen: 
„Der  absolute  Betrag  der  Summe  zweier  Quaternionen 
ist    nicht    grösser    als    die   Summe    ihrer    absoluten   Beträge 
und  nicht  kleiner  als  die  Differenz  derselben.     Wenn  von  den 
Summanden 

keiner  Null  und  |  a  |  ^  |  ?>  |  ist,  so  ist  dann  und  nur  dann 
|«  +  &j  =  |ai  +  s|6!         (f  =  ±l), 

■WPTIU 

ßr  =  ««.        {i^  >  0;    r  =  0,  1,  2,  3)  (46) 

ist." 

Beweis:  Zunächst  hat  man 

3  3  3 

i«  +  «»P  =  ^(«.  +  ßry'  =  2^<  +  ^')  +  ^S^rßr, 
r=0  r=0  r=0 

3 

{\a\  +  a\h\y=\af+\h\'+2i\a\-\h\=2{al  +  ßl)  +  2,\a\-\b:. 
Setzt  man  nun  zur  Abkürzung 

3 

i  =  \a\-\b\     und     ^=^«,/3„  (47) 

r  =  0 

so  ergeben  die  vorstehenden  Gleichungen 

i\a\  +  s,b\y  -  \a  -\-  b'f  =  2(sl  -  r,)  =  2sii  -  sr,).       (48) 

Ferner  ist 

3  3 


r,s=0 


folglich  3 

^'-V'  =  2^rß>Ms-^sßr) 


r,  «  =  0 

3 


also 


=  I J^  «.^.(«.^.  -  <^.ßr)  +  2  ".ßri^.ßr-  ^rß.)}, 
8 

S^-'J^  =  Y^M.-«A)^-  (49) 
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Demnach  ist  |^  ^  t^^  und,  da  |  zufolge  der  ersten  der  Gleichungen 
(47)  nicht  negativ  ist,  |  >  erj.     Nunmehr  erhält  man  aus  (48) 

Qa\-:b\y<\a  +  b\'<{\a\  +  \h\y 
und  hieraus,  wenn  man  |  ö^  |  ^  |  &  |  voraussetzt, 

\a\  —  \b\£\a  +  h\^\a\  +  \b\. 

In  dieser  Doppelrelation  kommen  beide  Gleichheitszeichen  zugleich 
zur  Geltung,  wenn  h  =  0  ist.  Ferner  ist  zufolge  (48)  dann  und  nur 
dann 

|»  +  6i  =  |a!  +  f|6|, 

wenn  |  =  £7^  ist.  Dazu  ist  aber  nach  (49)  das  Bestehen  der  Glei- 
chungen 

'^rß.  =  ^A        (r,  s  =  0, 1,  2,  3) 

erforderlich  und  diese  ergeben,  wenn  wir  jetzt  |  6  |  >  0  und  damit  auch 
I  a  I  >  0  voraussetzen, 

ß^  =  oia,         (to  ^  0;  r  =  0,  1,  2,  3).  (50) 

Gelten  nun  die  Gleichungen  (50),  so  ist  h  =  aa  und  die  Gleichungen 
(47)  liefern  dann 

^=\G)\'\a\^     und     7]==(o-\a\^] 

es  ist  daher  ^  =  er],  wenn  £co  =  | « |,  also  £«  >  0  ist,  und  damit  ist 
der  obige  Satz  bewiesen. 

Der  Satz  3)  in  Nr.  11  lautet: 

„Der  absolute  Betrag  eines  Productes  ist  gleich  dem 
Producte  der  absoluten  Beträge  seiner  Factoren.^' 

Die  Giltigkeit  desselben  im  Gebiete  der  Quaternionen  ergiebt  sich 
unmittelbar  aus  der  Formel  (45).  Die  genannte  Formel  ist  nämlich 
gleichbedeutend  mit 


a,  •  a«  •  •  •  a_  P  =  i  «1  P  •  I  «o  P  •  •  •  I  a_  P 


zufolge  dieser  Gleichung  ist  aber  auch 


%  •  «2  •  •  •  ö^r  J  =  i  «1  1 
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1)  Das  System  der  gemeinen  complexen  Zahlen  '^  -{-  rji  ist  voll- 
ständig bestimmt  durch  die  Erklärungen  1 — 5  (Nr.  1 — 5)  und  die  Ein- 
heitsproducte 

1-1  =  1,        1  '  i  =  i  •  1  =  ly       i  •  i  =  —  1. 


h  =  ^Qi  +  ^ßQ2 

h  =  —  ^Q2 

M'i  =                 792 

H  =  ^9i 

^1  =  —  Y9i 

V2  =  2ßQ^   +7^2 
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Man  weise  mittelst  der  Coordinaten  des  Productes 

a-  a=(a  +  ßi)  (a  +  ß'i)  =  aa  —  ßß'  +  (ccß'  +  ßa)i 

das  Bestehen  des  distributiven  und  associativen  Gesetzes  für  die  Multipli- 
cation  dieser  Zahlen,  d.  i.  der  Gleichungen  a-  (a'  -\-  a")  =  a-  a'  -\-  a-  a\ 
{a  ■  a)  •  a'  =  a  •  {a  •  a')  nach. 

2)^)  Setzt  man  in  die  Gleichungen  (6)  (S.  282)  des  associativen  Ge- 
setzes die  Einheitsproducte  (l)  unter  der  Annahme,  dass  e^  •  e^  =  e^  •  e^^ 
also  fi^  ==  fi^,  jLt2  ==  11*2  ^^^'  ^^^  ^^^  entwickelt,  so  erhält  man  die  drei 
Gleichungen 

nih  —  ^2)  =  ^2(^1  —  ^2)  (2) 

n  (^1  —  f*2)  =  f*i  (^1  —  ^2)-  (3) 

3)  Nach  Weierstrass  sind  alle  Lösungen  der  Gleichungen  (l) — (3) 
in  den  Formeln 


(4) 


enthalten,   wobei   die   fünf  Zahlen    a,  /3,  7,  ^j,  ^2    g^^z  willkürlich  ange- 
nommen werden  dürfen. 

4)  Es  ist  im  I.  Hauptfalle  (Nr.  6  u.  7)  dann  und  nur  dann  eine  in- 
differente Zahl  e  vorhanden,  wenn  die  obigen  fünf  Zahlen  a,  /3,  y,  q^  ,  q^ 
so  gewählt  werden,  dass  die  quadratische  Form  aQ\  -f-  ^ßq^Q^  ~f~  79% 
einen  von  0  verschiedenen  Werth  ta  hat.  Und  zwar  giebt  es  nur  die 
einzige  solche  Zahl 

«  =  (^)%  +  (f)v 

Anleitung.  Man  fühi'e  die  Gleichung  e  '  x  =  x  (^  ==  f  1  ^1  +  £2 ^^'2 ? 
X  =  ^^e^  -\-  ^2^2  setzend)  aus  und  bemerke,  dass  sie  für  beliebige  Werthe 
von  ^1,  ^2  gelten  soll. 

5)  Man  zeige,  dass  alle  Zahlensysteme  des  I.  Hauptfalles,  welche 
keinen  Modulus  der  Multiplication  besitzen,  wofür  demnach  neben  den 
Gleichungen  (4)  noch  die  Beziehung 

besteht,    sich    auf   eine    der    in    Nr.  7    angegebenen  Formen    zurückführen 
lassen. 

Anleitung.  Man  führe  als  neue  Einheiten  eine  noch  näher  zu  be- 
stimmende Zahl 

^1  =  ^1^1 +  ^2^2     ^^^     h  =  9i^i-\-92^ 
ein. 


1)  Eine  ähnliche  Uebung  bietet  die  am  Schlüsse  von  S.  286  erwähnte  Ent- 
wickelung  dar. 


Uebungen  zum  X.  Abschnitt.  319 

6)  Man  zeige  direkt,  dass,  wenn  in  einem  Zahlensysteme  aus  zwei 
Einheiten,  welches  den  Erklärungen  1 — 5  entspricht  und  eine  associa- 
tive  Multiplication  zulässt,  eine  solche  Zahl  e  vorhanden  ist,  dass  bei  be- 
liebigem X  e  ■  X  ^=  X  und  eine  solche  f^  dass  bei  beliebigem  x  x-f=x 
ist,  alsdann  die  Multiplication  commutativ  sein  muss.  —  Beim  Beweise 
kommt  in  Betracht,  dass  nach  Nr.  8    Ag  =  v^  =  0  ist. 

7)  Die  Hauptwerthe  der  Quadratwurzeln  aus  zwei  conjugirten  Zahlen 
sind  selbst  conjugirt,  desgleichen  die  Nebenwerte  derselben. 

8)  Es  ist  zu  beweisen,  dass  die  Gleichung 

(,,(i)=)4i'-39i-ß  =  o,   ^  =  y;r\rß\       (5) 

auf  S.  291  im  Falle,  dass  ß  nicht  Null  ist,  drei  reelle  Wurzeln  hat.  — 
Da  95(0)  =  —  a,  9)(+  3t)  bei  genügend  grossem  positiven  x  das  Zeichen  + 
hat,  so  hat  die  Gleichung  (5)  nach  der  Algebra  eine  reelle  Wurzel  ^^  von 
demselben  Zeichen  wie  u.  Die  quadratische  Gleichung  qp(^)  :  (^  —  'E,^  =  0 
hat  aber  zwei  reelle,  von  ^^  verschiedene  Wurzeln,  wie  sich  aus  der 
Formel  (17)  a.  a.  0.  leicht  ergiebt. 

9)  In  dem  Systeme  von  complexen  Zahlen  mit  den  Einheiten 
h>  Hl  '  '  '1  ^ni  deren  Producte  seien: 

er-^r==er  (r  =  1,  2    •  •  •    n) , 

e^-e,  =  0  (r^s;    r,  s  =  1,  2  •  •  •  w), 

ist  die  Multiplication  eine  gewöhnliche,  d.  i.  sie  ist  distributiv,  associativ, 
commutativ.  —  Welche  Zahl  ist  ihr  Modulus? 

10)  Ein  System  von  complexen  Zahlen  mit  den  n  Einheiten 
1»  A?  Ä^  '  ■  •  fn-i  ^^  ungerader  Anzahl  kann,  wenn  fl==  —  1 
sein  soll,  unmöglich  associativ  sein.  —  Beweis  ähnlich  wie  im 
Falle  n  =  3  auf  S.  308.  Man  hat  nur  die  Möglichkeit  der  n  —  2 
Gleichungen 

(/i  •  /■,)  ■fr  =  fi-  ifi  -fr)          (r  =  2,  3  •  •  •  «-  1) 
zu  prüfen. 

11)  Wenn  für  ein  System  von  complexen  Zahlen  mit  den  21c  Ein- 
heiten ßj^i^,  ^2*2»  ■  '  *  ^kh  d^®  Einheitsproducte  folgendermassen  festgesetzt 
werden: 

e^e^  =  Cr,        <'rK  =  V^r  =  Vi         VV  ==  —  ^r         (r  =  1,  2  •  •  •  Ti) 
und 

^r^  =  ^^         V^,  =  Ver  =  ö,  VV  =  0        (r^5;    r,5  =  l,2-.-Ä;), 

so  ist  die  Multiplication  in  demselben  distributiv,  associativ  und  com- 
mutativ. —  Welche  Zahl  ist  der  Modulus  dieser  Multiplication? 

NB.  Weierstrass  hat  gezeigt  (Werke  11,  S.  323),  dass  die  com- 
plexen Zahlen  aus  n  Einheiten  mit  gewöhnlicher  Multiplication  sich  auch 
auf  Typen  zurückführen  lassen,  wovon  einer  das  in  der  9.,  ein  anderer 
das  in  dieser  Uebung  beschriebene  System  ist. 
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Bezeichnen  a^  6,  c  von  Null  verschiedene  Quaternionen,  so  ist 

12)  («;>)->  =  6-1«-,      (1)''  =  ^,     {a:h)-^^h:a. 

13)  c  '  Y  =  jr  1        (a  :h)  ■  c  =  ac  :b^ 

14)  -^  =  ^ ,       (a:'b):c  =  a:hc. 

15)  -^T  =  — ,       c  :  (a  :h)  =  hc  :  a. 

16)  „Es  ist  dann  und  nur  dann  a  •  h  =  h  •  a^  wenn  Vh  =  «Fa 
ist,  wobei  a>  jede  reelle  Zahl  bedeuten  kann.  Dabei  ist  |  Fa  |  >  0  vor- 
ausgesetzt." Um  den  Satz  zu  beweisen,  zerlege  man  jede  der  Quaternionen 
a  imd  h  in  Scalar  und  Vector  und  berücksichtige  die  Gleichungen  (42) 
S.  313. 


XL  Abschnitt, 
(jeometrische  Theorie  der  gemeinen  complexen  Zahlen. 

1.  Die  complexen  Zahlen  wurden  auf  dem  analytischen  Wege 
erfunden.  So  lange  man  ihnen  keine  anschauliche  Bedeatung  beizu- 
legen vermochte,  wurden  sie  den  reellen  Zahlen  gegenüber  als 
unmögliche  Grössen  bezeichnet.  Es  war  zweifelhaft,  ob  sie  über- 
haupt in  der  Analysis  zuzulassen  seien.  Gauss,  dem  es  1799  ledig- 
lich räthlicher  schien  die  complexen  Zahlen  beizubehalten  als  sie  zu 
verwerfen^),  wurde  durch  die  Theorie  der  biquadratischen  Reste  von 
ihrer  Nothwendigkeit  überzeugt.  So  spricht  er  sich  namentlich  1831 
in  der  Anzeige  der  zweiten  Abhandlung  über  diese  Reste  aus,  wo  er 
auch  die  geometrische  Darstellung  der  complexen  Zahlen  auseinander- 
setzte.^) Hierin  waren  ihm  C.  Wessel  und  R.  Argand  vorange- 
gangen, die  1797  und  1806  die  vier  Species  mit  den  Strecken  der 
Ebene  lehrten.^)  Mit  demselben  Gegenstande  und  insbesondere  seinen 
geometrischen  Anwendungen  beschäftigte  sich  seit  1835  0.  Bella- 
vitis,  welcher  der  Theorie  den  Namen  „Metodo  delle  equipollenze'* 
beilegte.*)    Auch  mehrere  Abhandlungen  von  A.  F.  Möbius  enthalten 


1)  Vgl.  Gauss  Werke  III.  p.  6,  Note  und  Baltzer  im  Journal  f.  r.  u.  ang. 
Math.  94.  Bd.  S.  87  f. 

2)  Vgl.  Gauss  Werke  U.  p.  171f. 

3)  C.  Wessel,  Essai  sur  la  representation  analytique  de  la  direction, 
Mem.  de  l'an  1797.  Uebersetzung  aus  dem  Dänischen.  Paris  1897.  —  R.  Ar- 
gand, Essai  sur  une  maniere  de  representer  les  quantites  imaginaires  etc. 
2.  edit.     Paris  1874. 

4)  Vgl.  Hoüel,  Sur  la  methode  d'analyse  geometrique  de  M.  Bellavitis 
in  Nouv.  Ann.  de  Math.  2.  Se'r.  T.  8  (1869).  Im  12.  und  13.  Bande  der  2.  Serie 
derselben  Zeitschrift  findet  sich  eine  auch  separat  erschienene  Uebersetzung  der 
Abhandlung  von  Bellavitis  aus  dem  Jahre  1854:  „Sposizione  del  metodo 
delle  equipollenze"  von  Laisant.  Diese  Schriften  sind  von  uns  mehrfach  be- 
nutzt. —  Mancher  der  von  uns  vorgeführten  Anwendungen  der  geometrischen 
Theorie  der  complexen  Zahlen  begegnet  man  auch  in  der  älteren  deutschen 
Literatur  über  diesen  Gegenstand,  von  der  wir  H.  Scheffler:  lieber  das  Ver- 
hältniss  der  Arithmetik  zur  Geometrie,  Braunschweig  1846;  F.  Riecke:  Die 
Rechnung  mit  Richtungszahlen,  Stuttgart  1856  erwähnen. 
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geometrisclie  Anwendungen  derselben.^)  Ferner  gehören  hierher  die 
beiden  ersten  Kapitel  des  1.  Theiles  von  Hamilton's  „Elemente  der 
Quaternionen".  Cauchy  widmete  diesem  Gegenstande  ebenfalls 
mehrere  Abhandlungen.^)  Er  nannte  sogar  die  complexen  Zahlen 
,,quantites  geometriques"  und  ihnen  gegenüber  die  reellen  „quantites 
algebriques".  Sein  Vorschlag  fand  indess  keinen  Anklang;  die  letztere 
Bezeichnung  würde  übrigens  nach  den  heutigen  Begriffen  nur  für 
einen  Theil  der  reellen  Zahlen  passen  (vgl.  S.  155). 

Wenn  man  die  Trigonometrie  als  bekannt  voraussetzt,  so  ist  es 
leicht,  die  Summe  und  Differenz,  das  Product  und  den  Quotienten 
zweier  complexen  Zahlen  zu  construiren.  Es  entspricht  indessen  mehr 
dem  Wesen  der  Sache,  dies  nicht  zu  thun,  d.  h.  die  Lehre  von  den 
Vectoren  in  der  Ebene  geometrisch  aufzubauen.  Man  gelangt  näm- 
lich dadurch  zur  Einsicht,  dass  die  Grundformeln  der  Goniometrie  d.  i. 
die  Additionstheoreme  für  den  Sinus  und  Cosinus  nichts  anderes  sind, 
als  die  geometrische  Deutung  der  Coordinaten  des  Productes  zweier 
gemeinen  complexen  Zahlen. 


2.  Die  Strecken  in  der  Enclid'schen  Ebene  nach  Grösse  nnd  Lage 
(Vectoren). 

1.  Def.  Sind  AB  die  Endpunkte  einer  geraden  Strecke  in  der 
gegebenen  Ebene,  so  bedeute  nunmehr  AB  diese  Strecke  auch  der 
Lage  nach  und  zwar  von  dem  zuerstgenannten  Punkte  A  aus  be- 
schrieben. —  Die  Strecken  in  diesem  Sinne,  auch  Vectoren  genannt, 
bilden  gemäss  der  folgenden  Definition  ein  Grössensystem,  zu  welchem 
noch  die  uneigentlichen  Strecken  AA  z\i  rechnen  sind. 

2.  Def.  Je  zwei  uneigentliche  Strecken  AA^  BB  sind  einander 
gleich.  Zwei  eigentliche  Strecken  AB,  AB'  in  einer  Ebene 
sind  dann  und  nur  dann  einander  gleich^),  wenn  sie  gleich 
lang  sind,  in  derselben  oder  in  parallelen  Geraden  liegen 
und  gleichgerichtet  sind,  d.  h.  falls  AB  und  A'B'  in  derselben 
Geraden  sich  befinden,  so  muss  der  Uebergang  von  A'  zu  B'  in 
demselben  Sinne  stattfinden,  wie  der  von  A  zu  ^;  falls  aber 
AB,  A'B'  nicht  eine  Gerade  bilden  (Fig.  1),  so  muss  ABB'A'  ein 
Parallelogramm  sein  und  demnach  B  und  B'  auf  der  nämhchen  Seite 
der  Geraden  AA'  liegen.  —  Die  Berechtigung  dieser  Definitionen 
steht  ausser  Zweifel  (vgl.  L  2).     Insbesondere  hat  man  neben 


1)  Vgl.  insbesondere  A.  F.  Möbius:  Abhandlungen  in  den  Ber.  d.  kgl. 
Sachs.  Ges.  d.  Wiss.  1852 — 55  und  die  zusammenfassende  Darstellung  derselben 
in  Witzschel's  Grundlinien  der  neueren  Geometrie  1858. 

2)  Exercices  d' Analyse  etc.  T.  IV.  (1847)  p.  157  f. 

3)  Bellavitis  nennt  solche  Strecken  äquipollent  und  drückt  ihre  Be- 
ziehung durch  ein  eigenes  Zeichen  aus,  was  nach  I.  3.  vermieden  werden  kann. 
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A^ 


Fig.  1. 


AB==A'B\       A'B'  =  A"B" 

auch  AB=A"B'\  Es  sind  nämlich,  falls 
AA'A"  nicht  eine  Gerade  ist  (Fig.  1),  die 
Dreiecke  AA'A"  und  BB'B"  einstimmig 
congruent,  so  dass  AB,  A"B"  entweder  der- 
selben Geraden  angehören,  gleich  lang  und 
gleich  gerichtet  sind  oder  ABB"A"  ein 
Parallelogramm  ist.  Aehnliches  gilt,  wenn 
AA'A"  und  somit  auch  BB'B"  auf  einer 
Geraden  liegen. 

3.  Def.  Die  Strecken  AB^  A'B'  heissen 
einander  entgegengesetzt,  wenn  sie  gleich  lang,  in  derselben  oder 
in  parallelen  Geraden  gelegen  und  entgegengesetzt  gerichtet  sind 
d.  h.  falls  AB^  A'B'  derselben  Geraden  angehören,  so  muss  der  Ueber- 
gang  von  A'  zu  B'  in  entgegengesetztem  Sinne  stattfinden  wie  von 
A  zu  B\  falls  aber  AB,  A'B'  nicht  eine  Gerade  bilden,  so  müssen 
BB'  auf  entgegengesetzten  Seiten  der  Geraden  AA'  liegen.  Insbe- 
sondere sind  die  Strecken  AB  und  BA  einander  entgegengesetzt. 

Von  jedem  Punkte  der  Ebene  lässt  sich  zu  jeder  nicht  in  dem- 
selben entspringenden  Strecke  eine  und  nur  eine  gleiche  und  zu  jeder 
Strecke  eine  und  nur  eine  ihr  entgegengesetzte  construiren. 

Der  Kürze  wegen  werden  auch  die  kleinen  deutschen  Buchstaben 
ab  c  •  •  •  zur  Bezeichnung  der  neuen  Grössen  AB  verwendet  werden. 


3.  Addition  und  Subtraction  der  Strecken  in  der  Ebene. 

4.  Def.     „Als  Summe  von  AB  und  BC  gilt  die  Strecke  AC\ 

AB  +  BC  =  Aa 

Unter    der    Summe    AB  -\-  DE   ist   zu    verstehen    die    Strecke  AC^ 
deren    Endpunkt     durch     die    Con- 
struction    der    Strecke    BC  =  DE 
gefunden    wird    (Fig.  2)    und    jede 
ihr  gleiche." 

Diese  Erklärungen  werden  auch 
auf  den  Fall  angewendet,  dass  unter 
den  beiden  Addenden  uneigentliche 
Strecken  sich  befinden  oder  die 
Summe  eine  solche  ist.    Demnach  ist 

AA  +  AB  =  AB  +  BB  =  AB, 

AA  +  BB  =  AA.  (a) 

Die  unter  sich  gleichen  uneigentlichen  Strecken  spielen  zufolge  dieser 
Gleichungen  die  Rolle  des  Modulus  dieser  Addition  und  werden  daher 


Fig.  2. 


stolz  u.  Gmeiner,  theoret.  Arithmetik.  II. 
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mit  0  bezeichnet,  so  dass  wir  an  Stelle  der  Formeln  (a)  schreiben 
dürfen 

0  +  ÄB  =  ÄB  +  0  =  AB,     0  +  0  =  0.  (b; 

Dazu  tritt  die  weitere  Formel 

ÄB  +  BÄ  =  ÄÄ  =  0.  (c) 

üeberhaupt  ist,  wenn  die  Strecken  AB  und  DE  einander  entgegen- 
gesetzt sind, 

AB  +  DE  =  0. 

Die  hier  definirte  Addition  gehorcht  denselben  Gesetzen,  wie  die 
in  V.  9  aufgestellte  Addition  der  relativen  Strecken  in  parallelen  Ge- 
raden. Auf  die  letztere  kommen  wir  auch  hier  zurück,  wenn  die  in 
Betracht  gezogenen  Strecken  sämmtlich  in  derselben  oder  in  parallelen 
Geraden  liegen.  Aber  auch  in  dem  allgemeinen  Falle  findet  man 
leicht: 

1)  Neben  AB  =  A'B\    DE  ==  D'E'  ist 

AB^DE  =  AB'  +  D'E'. 

Denn  um  die  Summe  rechts  zu  bilden,  braucht  man  nur  das  Dreieck 
ABC  in  Figur  2  so  in  seiner  Ebene  zu  verschieben,  dass  seine  Seiten 
sich  beziehungsweise  parallel  bleiben. 

2)  {AB  +  BC)  +  CD  =  AB  +  {BC  +  CD)', 
denn  links  steht 

AC+CD  =  AD    und  rechts     AB  +  BD  =  AD. 
Für  drei  beliebige  Punkte  A,  B,  C  der  Ebene  hat  man  demnach 

AB  +  BC+CA  =  AB  +  (BC  +  CA)  =  AA  =  0.        (d) 

3)  AB  +  BC=BC  +  AB. 

Denn  macht  man  in  Fig.  2  CF  =  AB,  so  sind  die  Dreiecke  ABC 
und  ECB  einstimmig  congruent,  folglich  ist  AC  =  BF. 

Unsere  Addition  gehorcht  mithin  dem  associativen  und  commuta- 
tiven  Gesetze.  Als  Verallgemeinerung  der  Formel  (d)  erscheint  der 
Satz,  dass  für  n  beliebige  Punkte  A^,  A^,  •  •  •    A„  der  Ebene 

AA  +  ^2^3  H h  A-iA  =  AAt  oder 

A,A,  +  A,A,  +  ^^-  +  A^_,A,  +  A,A,  =  0 

ist. 

Die  Subtraction   ist   stets   ausführbar  und   zwar  nur  in  einer 

Weise.     Soll   eine  Strecke  J  gefunden  werden,  welche  die  Gleichung 

AB-\-i  =  AC 

erfüllt,  so  denke  man  sich  j  in  die  Form  BX.  gebracht,  wodurch  man 
AX.^  AC  findet.     Demnach   muss   der   Punkt  X  auf  C  lallen,   so 
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dass  1  =  BC  ist,  welche  Strecke  in  der  That  der  Gleichung  genügt. 
Mithin  besteht  die  Formel 

AC—AB  =  BC. 
Aus  den  Gleichungen  (b)  und  (c)  ergiebt  sich,  dass  insbesondere 
0  —  0  =  0,       ÄB  —  0  =  ÄB,      ÄB~ÄB  =  0, 
0  —  ÄB  =  BÄ 

ist.  Die  letzte  hat  zur  Bezeichnung  —  AB  für  jede  AB  entgegen- 
gesetzte Strecke  geführt;  demnach  schreibt  man  z.  B. 

BÄ  =  —  AB. 

Eine  Strecke  von  einer  anderen  subtrahiren  ist  gleichbedeutend  damit, 
zu  dieser  die  jener  entgegengesetzte  Strecke  zu  addiren.  In  der  That 
ist 

AC—AB==AC+BA  =  BG. 

Zufolge  des  Vorstehenden  gelten  nach  III.  3,  4  dieselben  Regeln 
über  die  Addition  und  Subtraction  der  neuen  Grössen  wie  bei  den 
reellen  Zahlen,  von  den  Ungleichungen  jedoch  vorläufig  abgesehen. 
[Bezüglich  derselben  vgl.  S.  329.] 


4.  Die  Strecken  in  einer  und  in  parallelen  Geraden. 

Wie  bereits  bemerkt,  gelten  für  die  Strecken  AB  in  einer  und 
in  parallelen  Geraden  die  in  V.  9  aufgeführten  Gleichungen.  Wir 
verstehen  unter  mABj  wo  m  eine  natürliche  Zahl  bedeutet,  die 
Summe 

12  m 

AB  +  AB^ h  AB, 

d.  i.  die  in  der  Art  entstehende  Strecke,  dass  man  auf  der  Verlänge- 
rung von  AB  diese  Strecke  noch  m  —  1  Male  unmittelbar  hinter- 
einander aufträgt.  Theilt  man  die  Strecke  AB  in  m  gleiche  Theile 
lind  bezeichnet   die   Th  eilpunkte   von  A  gegen  B  fortschreitend   mit 

ÄA'  • . .  ^("^-1),  so  bedeutet  ^AB  jede  Strecke  J.(^)J[(^+i)  (r  =  0,  1, 

■    '  m~  1),    wobei    ^W  =  A,   A^""^  =  B   ist,    d.  i.   jeden  m*«^  Theil 

von  AB.     —AB  bedeutet  die   Strecke,    welche  aus  n   aufeinander- 

folgenden,  —   gleichen  Strecken  besteht.    Bezeichnet  ^  eine  beliebige 

rationale  Zahl,  so  versteht  man  unter  ^AB  die  Strecke,  welche  aus 
AB  und  der  entgegengesetzten  Strecke  BA  so  abzuleiten  ist,  wie  der 
Coefficient  /i  aus  1  und  —  1  entstanden  ist.    Demnach  ist  0 AB  =  0. 

5.  Def.  „Allgemein  sei  aAB  (worin  die  von  Null  verschiedene, 
sonst  beliebige  reelle  Zahl  a  als  Coefficient,  nicht  als  Factor  zu  be- 
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trachten  ist)  die  Strecke  ÄC^  deren  Endpunkt  C  auf  AB  so  gewählt 
ist,  dass  das  Verhältniss  der  Strecke  AC  zu  AB  in  dem  VII.  18  er- 
klärten Sinne  gleich  ist  a^  und  jede  AC  gleiche  Strecke.  —  Es  sei 
ferner  aO  =  0."  —  Macht  man  irgend  eine  der  relativen  Strecken 
auf  der  Geraden  AB  zur  Einheit,  so  ist  das  genannte  Verhältniss, 
somit  a  der  Quotient  der  den  Strecken  AC  und  AB  entsprechenden 
reellen  Zahlen.  Wie  wir  in  Nr.  8  sehen  werden,  darf  a  auch  als 
Quotient  der  neuen  Grössen  AC :  AB  bezeichnet  werden.  Demnach 
kann  man  in  der  Formel 

a  =  AC:AB 

AB,  AC  sowohl  als  Verhältnisszahlen  nach  VII.  18,  als  auch  als 
Vectoren  betrachten.  Dabei  ist  die  positive  Richtung  für  die  ersteren 
willkürlich.  Da  später  Formeln  mit  reellen  Streckenzahlen  und  Vec- 
toren vorkommen  werden,  worin  die  einen  nicht  durch  die  anderen 
ersetzt  werden  können,  so  woUen  wir  für  die  ersteren  eine  eigene 
Bezeichnung,  nämlich  AB,  einführen.     Demnach  hat  man 

AC={i:C:ÄB)AB. 

Nach  dem  Vorstehenden  folgt  aus  der  Gleichung 

aAB  =  0 

nothwendig  «  =  0.     Aus  der  Gleichung 

aAB+aAB'=0 

ergiebt   sich,   wenn    die  Strecken  AB,  AB'  nicht  in  derselben  oder 
in  parallelen  Geraden  liegen,  nothwendig  a  =  0,  a  =0,  da  die  Strecken 
aAB,  a  AB'  unmöglich  einander  entgegengesetzt  sein  können. 
Man  findet  ferner  ohne  Mühe  die  Relationen: 

1)  ß{aAB)  =  (ßa)AB', 

2)  (a  +  ß)AB  =  aAB  +  ßAB 
mit  dem  besonderen  Falle  für  ß  =  —  a 

{—a)AB  =  —  aAB', 

3)  a{AB  +  BC)  =  aAB  +  aBC. 

Die  erste  wird  so  gezeigt.  Sie  ist  offenbar  richtig,  wenn  eine 
der  beiden  Zahlen  a,  ß  Null  ist.  Wenn  keine  von  ihnen  Null  ist, 
so  sei 

a  =  AC:ÄB,      ß  =  ÄD  :  ÄC, 

so  dass  nach  dem  5.  Satze  auf  S.  176 

ßa  =AI):ÄB 

ist.     Also  hat  man  einerseits 
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aÄB  =  ÄC,       AB  =  ßÄC=  ß(aÄB), 
andererseits 

AD  =  (ßa)ÄB. 

Der    2.    Satz    ist    eine    Folge    des    4.   Satzes    auf   S.   175.     Ist 
nämlich 

a  =  ÄC:ÄB,       ß  =  CI):ÄB, 
so  hat  man 

a-\-ß=AB:  AB, 
somit 

AD  =  (a  +  ß)AB. 
Darin  darf  man 

AD  ==  AC  +  CD  =  aAB  +  ßAB 
setzen. 

Der  3.  Satz  ergiebt  sich  daraus,  dass  wenn  man  die  Strecken 

aAB=A'B,       aBC=^BC 
construirt,  so  dass 

a^A^B'.JB  =  BG':BC 

ist,  auch  

AC':TC=a 

sein  muss.  Liegen  nun,  wie  wir  hier  an- 
nehmen dürfen,  die  Punkte  J.,  B,  C  nicht  in 
einer  Geraden  (Fig.  3),  so  sind  demnach 
die  Dreiecke  ABC  und  ABC  einstimmig 
ähnlich;  somit  ist  AC\\AC\  Wir  dürfen 
also 

AC=aAC 

setzen.  —  Der  2.  und  3.  Satz  lassen  sich 
sofort  auf  mehrgliedrige  Summen  ausdehnen. 

Anmerkung.     Bedeutet  C  den  Mittelpunkt 
der  Strecke  AB  und  0  einen  willkürlichen  Punkt  der  Ebene,  so  hat  man 
wegen  AC  =  CB 

OC—OA  =  OB—OC, 
also 


Fig.  3. 


5.   Systematische  Darstellung  der  Strecken  der  Ebene. 

Durch  einen  gegebenen  Punkt  0  der  Ebene  kann  man  zu  jeder 
Strecke  AB  eine  und  nur  eine  ihr  gleiche  OM  ziehen.  Legt  man 
durch  0  (Fig.  4)  zwei  Gerade,  die  Axen  XX',  YY,  welche  aus  einem 
auf  S.  335  zu  erwähnenden  Grunde  auf  einander  senkrecht  stehen 
sollen,  und  zieht  vom  Punkte  M  zu  ihnen  die  Parallelen  MF,  MQ, 
so  findet  man 
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0M=  OP  +  PM=  0P+  OQ. 

In   der  Axe  XX'  nimmt  man  eine  von  den  beiden  ihr  zugehörigen 

Richtungen,  z.  B.  OX  als  die 
positive  an;  dann  soll  in  YY' 
diejenige  Richtung  die  positive 
sein,  welche  mit  OX  den 
Winkel  +  900  einschliesst. 
Betrachtet  man  die  Drehung 
von  rechts  nach  links,  welche 
dem  Gange  des  Uhrzeigers 
entgegengesetzt  ist,  als  positiv, 
so  zeigt  demnach  der  Halb- 
strahl OY  die  positive  Rich- 
tung in  YY'  an.  Nehmen 
wir  auf  den  positiven  Axen 
die  festen  Punkte  E^  I  an  — 
der  Einfachheit  wegen  gleich- 
weit von  0  entfernt  — ,  be- 
zeichnen die  Strecken  OE,  Ol  mit  e  bezw.  i  und  führen  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  von  M  in  Bezug  auf  die  Axen  XX',  YY', 
die  Abscisse 

ÖP:  äE==?     und  die  Ordinate     ÖQ  :  Öl  =  rj 

ein,  so  ergiebt  sich  nach  Nr.  4 

ÄB=  0M=U  +  7]i. 

Es  lässt  sich  somit  ein  jeder  Vector  OM  nebst  den  ihm  gleichen 
Vectoren  AB  als  eine  und  dieselbe  complexe  Grösse  mit  den  zwei 
Elementen  e  und  t  auffassen.  Umgekehrt  kann  man  jedem  Paare 
reeller  Zahlen  |,  rj  nach  dem  2.  Satze  auf  S.  173  zwei  Punkte 
P,  Q  auf  den  Axen,  somit  einen  Vector  OJf  zuordnen.  Doch  wäre 
es  verfrüht,  das  Element  e  mit  1,  i  mit  i  zu  bezeichnen;  das  kann 
erst  geschehen,  nachdem  nachgewiesen  ist,  dass  die  Regeln  für  das 
Rechnen  mit  den  Vectoren  |e  -f-  9^1  die  nämlichen  sind  wie  für  die 
gemeinen  complexen  Zahlen.  |,  rj  heissen  auch  die  Coordinaten  des 
Vectors  OM^  |  die  erste,  r]  die  zweite. 

Die  geometrische  Addition  der  Vectoren  nach  Nr.  3  stimmt  nun 
in  der  That  mit  der  der  complexen  Zahlen  in  X.  2  überein.  Denn 
ist  OM'  =  ^'t  -\-  rfi^  so  finden  wir  zufolge  der  in  Nr.  3  bewiesenen 
Additionsregeln 

ulso  nach  der  Formel  2)  auf  S.  326 

OJf  +  OM'  =  {%  -\-  V)t  -\r  {n  -\-  n)i. 


(e) 
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Nunmehr  lässt  sich  nach  dem  in  X.  4  angewandten  Verfahren  von 
je  zwei  ungleichen  Strecken  der  Ebene  die  eine  als  die  grössere,  die 
andere  als  die  kleinere  erklären.  Die  Unterscheidung  hängt  jedoch  von 
der  Wahl  der  positiven  Axenrichtungen  ab,  so  dass  bei  einer  Abände- 
rung derselben  die  zwischen  zwei  ungleichen  Strecken  aufgestellte  Relation 
in  ihr  Gegentheil  übergehen  kann.  Man  bezeichnet  nämlich  von  den 
Strecken 

Oilf  =|e  +  7?t,      OJf' =re  +  rix 

OM'  als  die  grössere  oder  kleinere,  je  nachdem  die  erste  von  Null  ver- 
schiedene unter  den  Differenzen  '6,' — ^,  r{ — ly  positiv  oder  negativ  ist. 
—  Durch  diese  Regel  wird  zugleich  auf  jeder  Geraden  3131'  eine  posi- 
tive Richtung  festgestellt,  so  dass  die  ihr  angehörigen  Strecken  allen  in 
V.  9  gemachten  Voraussetzungen  entsprechen.  Es  ist  nämlich  auf  einer 
nicht  zu   YY'  parallelen  Geraden 

ilfiir=  OM'—  OJf  =(r— ^)e-f  (t^'— ty)i  (1) 

grösser  als  Null  oder  positiv,  wenn  '%'  —  ^  >  0  ist,  d.  i.  die  positive 
Richtung  in  3131'  ist  so  angenommen,  dass  die  Projection  jeder  positiven 
Strecke  31 31'  auf  die  reelle  Axe  ebenfalls  positiv  ist.  In  allen  durch 
den  Nullpunkt  gehenden  Geraden  ausser  YY'  tritt  also  die 
positive  Richtung  von  der  Seite  der  Axe  YY',  auf  welcher  sich 
die  Punkte  mit  negativen  Abscissen  befinden,  auf  die  Seite 
derselben,  auf  welcher  sich  die  Punkte  mit  positiven  Abscissen 
befinden.  Sie  geht  z.  B.  in  der  Geraden  031  in  Figur  4  von  0  nach  31. 
In  der  Geometrie  reicht  man  mit  den  folgenden  Festsetzungen  be- 
züglich der  positiven  Richtungen  in  den  Geraden  der  Ebene  aus:  l)  In 
parallelen  Geraden  lässt  man  sie  nach  derselben  Seite  laufen  (S.  119); 
2)  in  jeder  Geraden,  die  auf  einer  Geraden  mit  bekannter  positiver  Rich- 
tung a  senkrecht  steht,  wird  die  positive  Richtung  in  die  positive 
Normale  n  gelegt,  welche  wir  sogleich  erklären  werden.  Wii*  haben 
ohnehin  die  bereits  in  V.  9  erwähnten  relativen  Winkelg rossen  näher 
zu  besprechen.  Nachdem  in  jeder  Ge- 
raden der  Ebene  eine  positive  Rich- 
tung angenommen  ist,  führen  vnr  als 
Winkel  a^^l)  ein  den  Betrag  der 
Drehung,  welche  von  der  Richtung  a, 
d.  i.  dem  Halbstrahle  OÄ  (Fig.  5) 
an    in    dem    für    die    Ebene    nach 

Belieben  festgesetzten  positiven      ^"^  ^       ^  ]J        ^^ 

Drehungssinne  bis  zur  Richtung  &, 
d.  i.  dem  Halbstrahle  OB  zurückzu- 
legen ist,  angegeben  in  ^  '  "  (oder 
durch  die  Länge  des  ihr  entsprechen- 
den Bogens  vom  Kreise,  welcher  von  ^^e-  5. 
0  aus  mit  dem  Radius   1  beschrieben 

ist  (vgl.  S.  343).  Gewöhnlich  betrachtet  man  die  Drehung  von  rechts 
nach  links  als  positiv.  Wenn  Vielfache  von  360^  bezw.  27t  nicht  in  Be- 
tracht kommen,   was  gewöhnlich  der  Fall  ist,    so  gilt  mit  der  soeben  er- 
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haltenen  positiven  Zahl  als  gleichbedeutend  der  mit  dem  Zeichen  —  ver- 
sehene Betrag  der  Drehung  von  der  Richtung  a  bis  zu  h  in  negativem 
Sinne.     Unter  diesen  Voraussetzungen  hat  man 

h^a  =  —  a^b     oder     a^h  +  h^a  =  0 

und  für  irgend  drei  Richtungen  a,  5,  c  in  der  Ebene 

Die  von  den  Alten  überkommene  Winkelbezeichnung  AOB  werden  wir 
als  gleichbedeutend  mit  OÄ^^OB  im  obigen  Sinne  gebrauchen,  wobei 
unter  0-4,   OB   die  Richtungen   von  0  nach  Ä  bezw.  von   0  nach  B   zu 

verstehen  sind.  Gewöhnlich  nimmt  man  den  Winkel  AOB  zwischen 
—  180^  und  +  180^.     Man  hat  nun  ebenfalls 

BOA  =  — AOB     oder     A^B  +  BO^A  =  0 

und  wenn  C  einen  vierten  Punkt  der  Ebene  bezeichnet 

y^  ^^  y\ 

AOB  =  AOC+  COB. 

Als  positive  Normale  zur  Richtung  a  wird  die  Richtung  n  bezeichnet, 
wofür  a'^n  =  -\-  90®  oder  —  270®  ist;  wobei  zu  bemerken  ist,  dass 
positive  Normale  zu  n  nicht  die  Richtung  a  ist,  sondern  die  ihr  entgegen- 
gesetzte a.  ^) 

Häufig  ist  es  zweckmässiger,  eine  Strecke  AB  zu.  charakterisiren 
durch  ihre  Polarcoordinaten:  die  Länge  oder  den  absoluten  Be- 
trag (d.  i.  das  Verhältniss  der  Strecke  AB  zu  OE,  beide  im  abso- 
luten Sinne  genommen),  welcher  mit  \AB\  (oder  falls  die  Längen- 
einheit unbestimmt  bleibt,  mit  |  J.j51  :  |  0J5^|)  bezeichnet  wird,  und 

die  Neigung  (Anomalie)  E^ABy  wo  AE^  =  OE  gemacht  ist  (Fig.  4). 
Dieser  Winkel  ist  gemäss  der  oben  festgesetzten  positiven  Drehungs- 
richtung abzulesen.  Für  gleiche  Strecken  haben  diese  Coordinaten 
die  nämlichen  Werthe.  Für  die  Strecke  OM  ist  der  absolute  Betrag 
zufolge  des  pythagoräischen  Satzes  (der  in  Nr.  6  selbst  durch  eine 
Streckenrechnung  bewiesen  werden  wird) 

I  0M\  =  I  0M\  :\0E\  =  VF+V^, 

die  Neigung  der  Winkel  EOM.  Für  die  Strecke  MM'  hat  man  dem- 
nach zufolge  (1) 

\MM'\=  >/(!'- |)>  +  (V-# . 


1)  Diejenige  Halbebene,  in  welche  die  positive  Normale  einer  gegebenen 
Richtung  fällt,  heisst  die  positive  Seite  dieser  Richtung.  Die  positive  Seite 
der  Richtung  XX'  in  Fig.  4  wird  demnach  durch  den  Halbstrahl  O  Y,  die  der 
Richtung  Y  Y'  durch  den  Halbstrahl  OX',  welcher  die  negativen  Abscissen  ent- 
hält, bezeichnet. 
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Construirt  man  (Fig.  6)  mittelst  der  Strecke  MN=  OM'  die  Summe 
ON=OM+  0M'=  (I  +  r)e  +  (^  +  V)t, 

so  erkennt  man  unmittelbar  die  Richtigkeit  der  Sätze  über  den  ab- 
soluten Betrag  eines  Binoms  in  X.  11;  denn  in  dem  Dreiecke  OMN 
ist  die  Seite  ON  kleiner 
als  die  Summe  der  beiden 
anderen  und  grösser  als 
ihre  Differenz. 

Zwei  Strecken  MM' 
und  M^  M^  von  gleicher 
Länge  und  entgegenge- 
setzter Neigung  heissen 
nach  Cauchy^)  zu  ein- 
ander conjugirt.  Man  ge- 
braucht für  M^M^  die  Be- 
zeichnungen K{MM')  oder 
conj.  MM',  so  dass 

Qon].  M^M^  =  MM\ 

Zwei  conjugirte  Strecken 
können  stets  in  eine  solche  Lage  gebracht  werden,  dass  sie  zur  reellen 
Axe  symmetrisch  sind,  wie  MM'  und  M^M^  in  Figur  6.  Dann  sind 
auch  OM  und  OM^y  sowie  OM'  und  OM^  zu  einander  conjugirt 
und  man  hat  wegen 

OM^  =  |e  +  (-  9y)t  ==  |e  -  rix,     OM,'  =  l't  —  ri'x 

Vergleicht  man  diese  Formel  mit  (1),  so  sieht  man,  dass  conjugirte 
Strecken  gleiche  reelle  und  entgegengesetzte  imaginäre  Coordinaten 
haben.  Eine  zur  reellen  Axe  parallele  Strecke  ist  zu  sich  selbst 
conjugirt.  —  Die  Summe  zweier  conjugirten  Strecken  ist  reell: 

MW  +  conj.  MM'  =  [2(1'  —  I)]  e. 

Anmerkung.  Wenn  n  Punkte  ilf^,  Mg,  •  •  •  M^  mit  den  Coordi- 
dinaten  ^i%,  ^2'*?2  5  '  '  *  ^n'^n  gegeben  sind,  so  sind  bekanntlich  die  Coor- 
dinaten ihres  Schwerpunktes   Gr 

v(^i+^2  +  ---+y.  !(%  +  %  + 

Man  hat  somit  für  denselben 


+  >»„)• 


OG  =  ^(Olf,  +  OJf,  +  •  •  •  +  OJfJ, 


1)  Cours  d' Analyse  p.  180. 
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woraus,    wenn   OM^   durch    OG  +  GM^,   •••    GM^   durch    OG  +  G3I„ 
ersetzt  wird,  sich  ergiebt 

0  =  G3Ii  +  GM^  -] f-  GM^ . 

6.   Multiplication  der  Strecken  in  der  Ebene. 
6.  Def.     1)  ,^Zun'ächst  wird  festgesetzt 

0.0  =  0,      0-a  =  a-0==0, 

a  '  at  =  at  '  a  =  aa.'^ 
Ist  . 

a  =  ÄB,       a  =  'OP:OE, 

so  wird  die  Grösse  aa  =  AR  auf  AB  mittelst  der  Proportion 
ÄR:ÄB=  ÖPiÖE 

construirt.     Wie  man  sieht,  ist  e  Modulus  der  Multiplication. 

2)  Wenn  die  Strecke  CD  (Fig.  7)  nicht  der  reellen  Axe  parallel 

ist,  so   wird  das  Product  A  B  ■  CD  durch   die  folgende  Construction 

gefunden.  „Zieht  man  von 
C  eine  Strecke  CE^  ==  e  und 
construirt  das  dem  Dreiecke 
CE^D  einstimmig  ähnliche 
(J^)  AB  Pf  so  sei  die  Strecke 
AP  (und  jede  ihr  gleiche) 
das  Product  AB-  CD/' 

Wegen  der  einstimmigen 
Aehnlichkeit  der  genannten 
Dreiecke  müssen  nicht  allein 
die    absoluten   Längen   jedes 

Paares  homologer   Seiten   derselben   das    nämliche  Verhältniss  haben, 

sondern    auch    ihre    homologen   Winkel    auch    dem   Sinne  nach  (vgl. 

Nr.  5)  einander  gleich  sein: 


Fig.  7. 


E^^D 

=  BAP, 

CDE,= 

=  APB, 

DE,C=PBA. 

den  Punkt  P  zu  erhalten,  construirt  man  demnach 

BAU  = 

-.E,CD, 

ABV  = 

-CE,D. 

In  Figur  7  sind  die  beiden  ersteren  Winkel  positiv,  die  beiden 
letzteren  negativ.  P  ist  der  Schnittpunkt  der  beiden  Schenkel  AU 
und  BV.  Somit  istMer  Punkt  P  vollständig  bestimmt.  Aus  der 
vorstehenden  Regel  folgt  unmittelbar,  dass 

\AP\  =  \AB\\CD\  (2) 

und  dass,  wenn  man  AE2  =  t  macht, 
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E,ÄP  =  E,ÄB  +  BÄP  =  E,ÄB  +  E.C^D  (3) 

ist.  Der  absolute  Betrag  des  Productes  ist  das  Product  der 
absoluten  Beträge  der  Factoren,  die  Neigung  desselben  die 
Summe  ihrer  Neigungen.  Dieser  Satz  passt  auch  auf  den  Fall, 
dass  der  Multiplicator  reell  ist;  man  hat  nur,  je  nachdem  a  in  «e 
positiv  oder  negativ,  dafür  die  Neigung  Null  oder  180^  anzusetzen. 
—  Conjugirte  Strecken  liefern  ein  reelles  Product: 

^^conj.  ^jB=  \ÄB\^t. 

Zunächst  ist  zu  zeigen,  dass  die  soeben  erklärte  Verknüpfung 
der  Strecken,  deren  Ergebniss  von  der  Wahl  der  Strecke  e  abhängt, 
als  eine  Multiplication  bezeichnet  werden  darf  Vor  Allem  bemerke 
man,  dass  neben 

ÄB  =  Ä'B',     CB  =  CB' 

AB'CB  =  AB''C'B' 

ist.  Es  kommt  dies  darauf  hinaus,  die  Dreiecke  CE^  B  und  ABB 
in  ihrer  Ebene  so  zu  verschieben,  dass  jede  von  ihren  Seiten  sich 
selbst  parallel  bleibt.  Zufolge  dieses  Satzes  brauchen  wir  nur  Pro- 
duete  von  Strecken  zu  betrachten,  die  in  0  entspringen.     Es  ist 

OM-  0M'=  OK, 
wenn 

A  OEM'  ^  OMK 

ist,  wobei  sich  nach  (2)  und  (3)  ergiebt 

\OK\  =  \OM\\OM'\,    E^K^E^M  +  EOM'.         (4) 

Dass  unsere  Multiplication  dem  associativen  und  commutativen 
Gesetze  gehorcht,  folgt  aus  den  Gleichungen 

{OM-  OM')  .  0M"=  OM'{OM'-  OM"), 

OM'  0M'=  OM'-  OM, 

deren  beide  Seiten  in  der  That  nach  der  Formel  (4)  von  dem  näm- 
lichen absoluten  Betrage  und  der  nämlichen  Neigung  sind. 

Mehr  Umstände  macht  der  Nachweis  des  distributiven  Gesetzes. 
Da  das  commutative  Gesetz  bereits  erwiesen  ist,  so  genügt  es,  eine 
Seite  des  distributiven,  und  zwar  für  den  Fall,  dass  alle  Strecken  im 
Punkte  0  entspringen,  zu  zeigen,  also  etwa  die  Formel 

(0M+  OM')  •  OÄ  =OMOÄ+  OM'-  OÄ  (5) 

zu  begründen.^) 

Wir  bemerken  zunächst,  dass  wenn  man  sich  in  der  Gleichung 

OK^OM'  OÄ  (6) 

1)  Uebersichtliche  Formulirung  des  von  Hankel  (a.  a.  0.  S.  79)  gegebenen 
Beweises. 
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den  Punkt  M  als  beliebig  in  der  Ebene  XOY  veränderlich  vorstellt, 
die  Punkte  K  eine  einstimmig  ähnliche  Abbildung  der  ge- 
nannten Ebene  auf  sich  selbst  liefern,  d.  h.  sind  jfiT,  K\  K"  die 
drei  gegebenen  Punkten  M,  M\  M"  vermöge  der  Beziehung  (6)  ent- 
sprechenden, so  ist  das  Dreieck 


Aus  der  Gleichung  (6)  und  der  ähnlichen 

OK'  =  OM' .  OA 
ergeben  sich  zunächst  nach  (4)  die  Formeln 


(7) 


OK\  =  \OM\\OA 


0K'\  =  \  OM' \-\0Ä 


E^K=EdM-\-E^Ä,    EO^K' =  EO^M' +  EO^A. 


Daraus  folgt,  dass 


OK\:\OK\  =  \OM\:\OM' 


K^K=EO^K' 


EO^K  =  E^M' 


EO^M  =  MVM' 


ist.     Somit  sind  die  Dreiecke  KOK'  und  MOM'  einstimmig  ähnlich 

(Fig.  8).  Auf  die  nämliche 
Weise  beweist  man,  dass  wenn 
weiter     OK'  =  0  31"  ■  OA 

ist 

A  K'OK"  +  M'OM", 
AK"OK+M"OM 


ist.  Hieraus  ergiebt  sich 
dann,  dass  die  homologen 
Winkel  in  den  Dreiecken 
KK'K"  und  MM'M"  ein- 
ander  gleich  sind.  Wir  haben 
^z.  B. 


/.^^^ 


/^ 


Fig.  8. 


y^ 


^\ 


X\ 


y^ 


KK'K"  =  KK'O  +  OK'K"  =  MM'O  +  OM'M"  =  MM'M". 

Mithin  sind  die  zuletzt  genannten  Dreiecke  in   der  That  einstimmig 
ähnlich. 

Nun  sei  (Fig.  8) 

ON=OM-{-  OM'    und     OL=ON-  OA. 

Alsdann  ist 

A  KK'L  +  MM'N.  (9) 

Zieht  man  noch  die  Geraden  NM'  und  LK'y  so  ist  nicht  allein  das 
Viereck  OMNM'^  sondern  auch  das  Viereck  OKLK'  ein  Parallelo- 


(8) 
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gramm.  Wir  können  nämlich  zeigen,  dass  sowohl  OK  ||  K' L,  als 
auch  OK'  II  KL  ist,  denn  es  ist 

OKK'=  OMM'==  NW  31 
und  zufolge  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  (9) 

NM'M  =  LK'K,    also     OKK'^LK'K, 

Und  ebenso  ist 

OK'K  =  OM'M  =  NMM'=  LKK'. 

Da    also     das    Viereck    OKLK'    ein    Parallelogramm     ist,    so     ist 
OL  =  OK  +  0K\    Daraus  ergiebt  sich  mit  Rücksicht  auf  die  Glei- 
chungen (8),  (6)  und  (7)  endlich  die  Formel  (5). 
Auf  (5)  führen  wir  zurück  die  Formel 

{OM—  031') .  031''=  031-  OM"—  031'-  031" 

mittelst  der  Relation 

(_  OM')  ■  031"=  —  031:' •  031", 

welche  einen  besonderen  Fall  des  unmittelbar  aus  den  Formeln  (4) 
folgenden  Satzes 

{aOM)  .  {a'031')  =  (aa')(031-  OM')  (10) 

bildet.  Es  ist  nämlich  |  a031\  =  \a\\  031\  u.  s.  w.  und  je  nachdem 
a,  ci'  gleiche  oder  entgegengesetzte  Zeichen  haben,  ist  die  Neigung 
der  Strecken  auf  beiden  Seiten  von  (10)  in  der  That 

EO^M  +  Ed^31'    oder     £0^31  +  E0^31'  +  180«. 

Mit  Hilfe  des  distributiven  Gesetzes  und  der  Formel  (10)  können 
wir  die  Coordinaten  des  Productes  031-  031'  ermitteln,  wenn 
nur  die  des  Productes  t  •  t  bekannt  sind.     Man  hat  nämlich 

OM  •  OJf'=  (|e  +  ni) .  (re  +  Vi)  =  im  (e  •  e) 

+  (5V)(e-i)  +  (^r)(i-e)  +  (i2V)(i-i) 
=  (ine  +  (5V+^ni  +  (^^0(i-t)- 
Nun  sind,  weil  die  Strecken  e,  i  gleich  lang  und  aufeinander  senk- 
recht sind^),  die  Dreiecke  OEI  und    OlE'  in  Fig.  9  {0E'=  —  e) 
einstimmig  ähnlich.     Folglich  hat  man 


1)  Wenn  die  gleichlangen  Strecken  e,  i  den  Winkel  o  einschliessen,  wenn 
also 

XOY=  EOI=  CO 

ist,  wobei  die  positive  Drehungsrichtung  in  der  Constructionsebene  als  gegeben 
vorausgesetzt  ist,  so  hat  man 

i  •  i  =  —  e  -|-  (2  cos{a)i. 
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so  dass  man  schliesslich 

(le  +  ^i)  •  (l'e  +  Vi)  =  (?r-  .;V)e  +  (W  +  vl')'      (H) 
erhält.  —  Als  Product  der  conjugirten  Strecken  (Fig.  6) 

0M=i^  +  7ji,      OM,  =  |e  —  i?i 
findet  man 

OM .  OM,  =  (Uy  -  (riif  =  (S^  +  ^2)  e, 

aus   welcher  Formel    der  Pythagoräische   Satz    abgeleitet    werden 
kann.     Denn  da,  wie  oben  bemerkt. 


OM-  OM. 


0M\ 


PM\ 


ist,  so  hat  man 

\OM\'  =  i'  +  rj'=\OP\'  + 

Associirt  zu  einer  gegebenen  Strecke 

0M=  ^e  +  7]i 

heissen  nach  Gauss^)  die  drei  Strecken,  welche  aus  OM  nach  einander 
durch  dreimalige  Multiplication  mit  i  hervorgehen.  Man  erhält  dafür 
(Fig.  9) 

i  =  —  'f?e  +  ^i 

i  =       OM  •  ( —  e)  =  —  |e  —  rji 

i  =       OM^  •  (—  t)  =  OM'  (—  i)  =  i/e  —  ^i. 


OMj^  =  OM 

OM^  =  OJfj 

OM^  =  OM^ 

OJfg-i    fällt    wieder 

Y 


mit  OM  zusammen  u.  s.  w.  OM^  ist  die  ent- 
gegengesetzte Strecke  zu  OM.  M^ 
und  Jfg  liegen  auf  dem  in  0  zu 
OM  lothrechten  Strahle  und  zwar  so, 
dass 

JfOilfi  =  +  90^   MOM^  =  —  ^0^. 

Die  Endpunkte  der  vier  zu  einander 
associirten  Strecken  OM^  OM^^  OM^^ 


OM^  sind  von  0  gleich  weit  ent- 
fernt. —  Mit  Hilfe  derselben  lässt 
sich  die  Formel  (ll)  auch  durch 
die  folgende  Definition  einführen: 
Eine  Strecke  OM  mit  einer  an- 
deren OM'  multipliciren  heisst 
aus  ihr  und  den  ihr  associirten 
Strecken  eine  Strecke  so  ab- 
leiten, wie  der  Multiplicator  OM'  aus  der  Fundamentalstrecke 
C  und  den  ihr  associirten  i,  —  e,  —  i  entstanden  ist.  In  der 
That  hat  man  z.  B.  wenn  ^',  r]    positiv  sind, 

OM'  OM'==^'OM+ri'OM,  =  (^^  —  ^iV)e  +  ih' +  »?r)i. 


1)  Gauss'  Werke  IL  p.  103. 
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7.  Darstellung  der  gemeinen  complexen  ZaMen  durch  die  Vec- 
toren in  der  Ebene. 

Nachdem  wir  in  der  vorigen  Nummer  nachgewiesen  haben,  dass 
die  Multiplication  der  Vectoren  ^t  -\-  rji  nach  denselben  Gesetzen  vor 
sich  geht,  wie  die  der  gemeinen  complexen  Zahlen,  dass  die  Strecke 
e  hierbei  die  Rolle  des  Modulus  übernimmt  und  dass  ii  =  —  e  ist, 
dürfen  wir  den  Fundamentalgrössen  e  =  OE,  i  =  Ol  bezw.  die 
Zahlen  1,  i  zuordnen.  Ordnet  man  ferner  jeder  Strecke  OÄ  der 
Axe  XX',  welche  zw  OE  ein  rationales  Verhältniss  a  hat,  die  Zahl 
u  zu,  so  entspricht  nach  VII.  18  jeder  Strecke  OF  von  XX'  eine 
reelle  Zahl  |,  welche  das  Verhältniss  OF :  OE  heisst.  Ordnet  man 
endlich  einer  jeden  Strecke  OB  der  Axe  YY' ,  welche  zu  Ol  ein 
rationales  Verhältniss  ß  hat,  die  Zahl  ßi  zu,  so  entspricht  aus  dem- 
selben Grunde  der  beliebigen  Strecke  OQ  von  YY'  die  Zahl  ißi, 
worin  v]  eine  reelle  Zahl,  nämlich  das  Verhältniss  OQ:OI  bedeutet. 
Ist  nun  M  ein  beliebiger  Punkt  der  Ebene  (Fig.  4  S.  328)  und  zieht 
man  von  ihm  die  Parallelen  MP^  MQ  zu  den  Axen,  so  entspricht 
demnach  der  Strecke  OM  die  complexe  Zahl  |  -|-  i^?*,  worin  J  die 
Abscisse  ÖP:  OE,  rj  die  Ordinate  OQ:  Ol  des  Punktes  M  bedeutet. 
Man  nennt  die  Zahl  ^  -\-  i]i  das  Verhältniss  des  Vectors  OM 
zur  Strecke  OE  und  bezeichnet  sie  mit  OM:  OE,  wobei  man 
jedoch  nicht  an  den  erst  in  der  nächsten  Nummer  auftretenden  Quo- 
tienten OM:  OE  denken  darf.    In  der  gleichfalls  üblichen  Formel 

OM={i  +  rii)OE 

erscheint  die  Zahl  |  -f-  T^i  als  Coefficient,  nicht  etwa  als  Factor.  Be- 
trachtet man  die  Einheitsstrecke  OE  als  ein  für  alle  Male  festgesetzt, 
so  setzt  man  einfach 

e  =  l,       t-=^,       OM=^  +  i]i. 

Umgekehrt  entspricht  nunmehr  jeder  complexen  Zahl  ^  -\-  r]i  ein 
Vector  OM  in  der  Ebene  XOF,  indem  nach  VII.  18  jeder  reellen 
Zahl  I  ein  Punkt  P  der  Axe  XX'  und  jeder  reellen  Zahl  t]  ein 
Punkt  Q  der  Axe  YY'  zugeordnet  werden  kann.  —  Aus  den  Formeln 
(e)  S.  328  und  (11)  ist  ersichtlich,  dass  die  der  Summe  und  die  dem 
Producte  zweier  Vectoren  entsprechende  Zahl  die  Summe  bezw.  das 
Product  der  Zahlen  dieser  Vectoren  ist. 

Hierbei  stellt  sich  die  Frage  ein,  wie  sich  die  Verhältnisszahl 
des  Vectors  OM  ändert,  wenn  wir  die  Fundamentaleinheit  OE  durch 
eine  andere  Strecke  OE^  ersetzen.  Es  sei  in  Bezug  auf  die  Funda- 
mentalstrecken e,  i 

OM=^e  +  7?i,      OE^  =  at  +  ßi. 
Zur  Strecke  OE^  gehört  als  zweite  Fundamentalstrecke 
ÖJ,  =  OE^'X  =  —  ßt  +  ai, 
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indem  der  Punkt  I^  auf  der  positiven  Normalen  OY^  zu   OE^   liegt 
und  zwar  in  gleichem  Abstände  von  0  wie  der  Punkt  Ej^ . 
Ist  nun 

03I=^,i0E,)  +  r,,{0I,), 
SO  haben  wir 

OM  =  i,{at  +  ßi)  +  nii-  ßi  +  «i)  =  ik"-Viß)(  +  iU  +  Vi^)i- 
Also  ist 

und  daher 

S +  '!«  =  (li +  %»■)(« +  /5*). 
Wir  finden  somit 

d.  h.    das  Verliältniss   von    OM  zu  OE^  ist  der  Quotient:    das  Ver- 
bältniss  OM:  OE  dividirt  durch  das  Verhältniss  OE^  :  OE. 


8.   Division  der  Strecken  in  der  Ebene. 

Der  Quotient  der  beliebigen  Strecke  a  durch  die  reelle  |e  ist 
(1  :  J)a.  a  :  0  ist  unmöglich,  0  :  0  wegen  seiner  Vieldeutigkeit  un- 
zulässig. Bei  der  Ermittelung  einer  Strecke  ÄQ^  deren  Product  mit 
einer  nicht  zur  reellen  Axe  parallelen  Strecke  ÄC  gleich  einer  gegebenen 

AB  sein  soll,  können  wir  uns  auf 
den  Fall  beschränken,  dass  die 
letztere  Strecke  ebenfalls  vom 
Punkte  J. ausgeht.  Dennist  J.§-^0 
=  AB  und  A'C  =  AC,  so  hat 
man  auch  AQ  •  A'C'=  AB.  SoU 
nun  AQ'AC=AB  sein,  so  mache 
man  (Fig.  10)  AE^  =  e  und  con- 
struire  das  mit  dem  Dreiecke  ^J^^^C 
einstimmig  ähnliche  AQB.  Con- 
struirt  man 


BAU 


GAE,,   ABV 


ACE. 


Fig.  10. 


so   ist  der  gesuchte  Punkt  Q  der 
-^/  Schnittpunkt  der  Halbstrahlen  A  U 
und  BV. 

Bilden  die  Punkte  ABC  eine  Gerade,  so  fällt  Q  in  die  Gerade 
AE^  und  zwar  ist  BQ  ||  CE^^,  also 

AB:AC  =  {AB :  ÄC)  e .  (12) 

Aus  der  vorstehenden  Construction  ergiebt  sich,  dass  auch 
ACABtE,AQ 
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ist.     Dies  folgt  auch  daraus,  dass  weDn 

AQÄC=ÄB 
ist,  nach  den  Formeln  (4)  auf  S.  333 

\ÄQ\'\ÄC\  =  \ÄB\,    E^ÄQ  +  E,ÄC=E,ÄB, 
folglich 

\ÄQ\  =  \ÄB\:\ÄC\,    E,ÄQ  :=  E,ÄB  —  E^ÄC  =  CAB  (13) 

ist.  Wir  entnehmen  ferner  aus  (13)  den  Satz:  „Der  absolute  Betrag 
des  Quotienten  ist  gleich  dem  Quotienten:  absoluter  Betrag  des  Di^i- 
dends  durch  den  des  Divisors,  die  Neigung  desselben  ist  gleich  der 
Differenz:  Neigung  des  Dividends  weniger  der  des  Divisors." 

Wenn  AB  auf  AC  senkrecht  steht,  so  ist  CAB  =  -f-  90^  oder 
—  90^,  je  nachdem  B  auf  der  positiven  oder  negativen  Normale  zur 
Strecke  AC  in  A  liegt.    Zufolge  der  2.  Gleichung  (13)  ist  nun  auch 

E^AQ  =  ^90^,  d.  h.  AQ  senkrecht  zu  AE^  und  zwar  liegt  Q  im 
Falle  des  oberen  Zeichens  auf  der  positiven,  im  Falle  des  unteren 
auf  der  negativen  Normalen  zur  Strecke  AE^  =  e  in  ^.  Demnach 
hat  man  entsprechend  AQ  =  (ÄQ)i  und  nach  der  1.  Gleichung  (13) 

AQ  =  {Ä:B:ÄC)i,  (14) 

worin  das  Zeichen  von  AB  nach  der  positiven  Normale  zur  positiven 
Richtung  in  der  Geraden  AC  zu  bestimmen  ist. 

Die  Division  ist  stets  ausführbar,  wenn  der  Divisor  nicht  Null 
ist,  und  zwar  nur  in  einer  Weise.  Somit  gelten  hinsichtlich  der 
Multiplication  und  Division  der  Strecken  dieselben  Regeln,  wie  für 
die  reellen  Zahlen. 

Die  rechtwinkligen  Coordinaten  des  Quotienten  AB  :  AC  ergeben 
sich  aus  der  Figur  11,  indem  man  von  B  das  Loth  BH  auf  AC 
fällt.     Es  ist  nämlich   mit  Rücksicht  auf  die  i^ 

Formeln  (12)  und  (14)  /-^.^ 

bI \^c 


AB 

AC  ~ 

AH-\-HB        AH    .    HB 

AC         ~  AC    ^    AC 

AH    ,  HB . 

= t . 

AC     '  AC 

Dabei   ist    die    Strecke   HB   mit    demjenigen  .p.    ^^ 

Zeichen    zu    versehen,    das    ihr    gemäss    der 

positiven  Normale  zu  einer  in  der  Geraden  AC  angenommenen  posi- 
tiven Richtung,  z.  B.  AC  zukommt.^) 

1)  Man  hat  also  die  Regel:  „Der  Punkt  B  liegt  auf  der  positiven  oder 
negativen  Seite  der  Richtung  A  C  (S.  330  Note) ,  je  nachdem  die  zweite  Coordi- 
nate  des  Quotienten  AB  :  AC  positiv  oder  negativ  ist." 

Stolz  u.  Gmeiner,  theoret.  Arithmetik,  n.  23 
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Eine    Proportion   zwischen   vier  Strecken,    d.  i.    die   Glei- 
chung 

AB       Ä'B'  .     . 

ÄC  =  A'C^  (1^) 

bedeutet,  wenn  die  Quotienten  nicht  reell  sind,  dass  die  Dreiecke 
ABCj  A' B' C  einstimmig  ähnlich  (bezw.  congruent)  sind. 
Denn  ist 

AG'AQ==  AB,      ÄC'AQ  =  A'B\ 

so  hat  man  sowohl 

AAE^Q^ACB, 
als  auch 

Die  Proportion    zwischen    vier   Strecken    ist   mithin    eine   Gleichung, 

deren  geometrische  Bedeutung  von   der  Wahl   der  reellen  Einheit  e 

nicht  abhängt. 

Umgekehrt:   Sind  die  Dreiecke  ABC,  A'B'C  einstimmig 

ähnlich,  so  besteht  die  Proportion  (16),  woraus  unmittelbar 

die  Gleichungen 

CA'        A'B'        B'C 


CA  AB  BC 

folgen.     In  der  That  hat  man  unter  den  genannten  Umständen 

\AC\:\  A'C  \  =  \AB\'.\  A'B'  \        BAC  =  RAC 
u.  s.  w. 

Aus  (16)  ergiebt  sich  ein  arithmetischer  Ausdruck  für  die  That- 
sache,  dass  zwei  Dreiecke  ABC,  A'B'C  symmetrisch  ähnlich 
{i^  sind,  d.  i.  ihre  homologen  Winkel  entgegengesetzt  sind.  Wendet 
man  das  letztere  durch  Drehung  um  die  reelle  Axe  um,  so  erhält 
man  ein  zu  ABC  einstimmig  ähnliches  Dreieck  Ä'B"C".     Da 

B"C"  =  conj. B'C,        C"A"  =  conj.  CA,        A'B"  =  conj.  AB' 
ist,  so  ergeben  sich  mithin  nach  (16)  die  Gleichungen 

conj.  B'C  conj.  CA  conj.  AB' 

BC      ~       CA      ~"       Ab 

Mit  demselben  Rechte  können  wir  auch  behaupten,  dass 
B'C  CA  AB' 


conj.  BC        conj.  CA         conj.  AB 


(17) 
(18) 


9.  Conjugirte  Gleichungen  unter  den  Strecken. 

Die  letzte  Gleichung  wird  aus  (17)  auch  gewonnen  mittelst  des 
allgemeinen  Satzes: 

Aus  jeder  Gleichung  unter  Strecken  kann  eine  zweite 
dadurch  abgeleitet  werden,  dass  an  Stelle  einer  jeden 
Strecke  die  zu  ihr  conjugirte  gesetzt  wird. 
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Um  sich  von  der  Richtigkeit  desselben  zu  überzeugen,  genügt 
die  Bemerkung,  dass  Summe,  Differenz,  Product,  Quotient  zweier 
Strecken  conjugirt  ist  der  aus  den  conjugirten  Strecken  gebildeten 
entsprechenden  Verknüpfung.  Das  erkennt  man  u.  A.  aus  den  Coor- 
dinaten  dieser  Ausdrücke,  indem  beim  Uebergange  zu  den  conjugirten 
Strecken  die  erste  Coordinate  ungeändert  bleibt,  die  zweite  ihr 
Zeichen  wechselt. 


10.  Die  trigonometrisclien  Functionen. 

Sind  zwei  Gerade  durch  den  Punkt  0  mit  ihren  positiven  Rich- 
tungen a  h  gegeben  (Fig.  12)  und  fällt  man  von  einem  beliebigen 
Punkte  M  der  letzteren  Ge- 
raden eine  Senkrechte  MP  auf 
die  erstere,  so  haben  nach 
einem  bekannten  Satze  der 
Planimetrie  die  Verhältnisse 


OP'.OM        PMiOM^ 


worin    das  Zeichen  von    PM      :p0^ 5 — i ^^ 

gemäss  der  positiven  Normale 

zur  Richtung  a  zu  bestimmen 

ist   (vgl.  Nr.  5),    von  M  unabhängige    Werthe,   sind   somit   lediglich 

vom  Winkel  a-^h  abhängig.     Man  bezeichnet  den  Werth  der  ersteren 

als  den  Cosinus,  den  der  letzteren  als  den  Sinus  desselben: 

ÖP  :  ÖM  =  cos  a^h,        PM  :  ÖM  ==  sin  a^b. 

Wenn  die  Richtungen  a,  b  in  eine  Gerade  fallen  oder  auf  einander 
senkrecht  stehen,  so  verlieren  diese  Erklärungen  zum  Theil  ihren 
Sinn.     Man  setzt  aber  fest 

cos  0  =  1     sin  0  =  0,         cos  180«  =  —  1     sin  180«  =  0, 

cos  (+  90«)  =  0     sin  (+  90<>)  =  ±  1 , 

und  zwar  deshalb,  weil  die  Functionen  cos  a^^&,  sin  a^^b  die  rechts 
stehenden  Werthe  zu  Grenzwerthen  haben,  wenn  bei  Festhaltung  von 
a  der  Strahl  b  sich  einer  der  bezeichneten  Lagen  unbeschränkt 
nähert.  Wird  endlich  angenommen,  dass  unter  n  eine  beliebige  ganze 
Zahl  verstanden, 

cos  (a  -{-  n  '  360«)  =  cos  a 

sin  (a  -\-  n  '  360«)  =  sin  a 

ist,  so  sind  die  Functionen  cos  a,  sin  a  für  beliebige  positive  und  ne- 
gative Winkel  a  erklärt.  Mit  Rücksicht  auf  die  letzten  Gleichungen 
bezeichnet  man  sie  als  periodische  Functionen  von  cc  und  zwar  mit 
der  Periode  360«. 

23* 
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Kein  Werth  des  Cosinus  und  des  Sinus  liegt  ausserhalb  des 
Intervalles  (—1;  +1).  Zufolge  des  pythagoräischen  Satzes  besteht 
zwischen  beiden  Functionen  die  Gleichung^) 

cos  «^  -f-  sin  «^  =  1.  (1) 

Es  seien  die  Polarcoordinaten  der  Strecke  OM  (Fig.  4  in  Nr.  5) 

\0M\  =  Q,     EOM=  d.     Dann  hat  man,  wenn  XOY=  +  90»  ist, 


1=  0P  =  ^cosÖ,        7]  =  PM=Q  sind'^  (2) 

so  dass  die  complexe  Zahl  OM  =  ^  -{-  rji  in  der  Form 

031  =Q{cose  +  ^sinö)  (3) 

erscheint.  Der  Factor  cos  ö  +  i  sin  ö  soll  nach  R.  Argand^) 
Richtungsfactor,  der  ganze  Ausdruck  q  (cos  0 -{- i  sin  6)  die  tri- 
gonometrische Form  der  complexen  Grösse  OM  heissen.  Um  die 
complexe  Zahl  ^  -\-  rji  auf  die  Form  (3)  zu  bringen,  hat  man  eine 
positive  Zahl  q  und  einen  Winkel  6  zu  bestimmen,  welche  den 
Gleichungen  (2)  genügen.     Hieraus  findet  man  nach  (1) 

^  =  y|2_j_^2        cos  6  =     .    ^  sin  Ö 


Es  giebt  zwischen  den  Grenzen  —  180^  bis  +  180°  stets  einen  und 
nur  einen  Werth  von  ö,  welcher  die  beiden  letzten  Gleichungen  be- 
friedigt. 

Manchmal  lässt  man  die  positive  Richtung  r  in  der  Geraden  OM 
willkürlich.     Dann  erhält  man 

OM  =  ÖM(cos  x'^r  +  i  sin  x'^r),  (4) 

unter  x  die  positive  Richtung  der  reellen  Axe  verstanden.  Aehnlich 
ist  für  eine  beliebige  Strecke  AB  mit  der  positiven  Richtung  g 

AB  =  AB  (cos  X'^g  -\-  i  sin  x^^g).  (4*) 

Für  die  conjugirten  Strecken  J  +  i^/,  |  —  rji  sind  die  Neigungen 
entgegengesetzt,  man  hat  daher 

cos  ( —  6)  =  cos  6       sin  ( —  6)  =  —  sin  6. 

Aehnlich  findet  man  mittelst  der  zu  J  +  rji  associirten  Strecken 
die  Formeln 


1)  Die  von  Gauss  empfohlenen  (vgl.  Grunert,  Arch.  38.  Bd.  S.  366)  und 
angewandten  Schreibweisen  cos  cc"  statt  (cos  «)",  cos  (a")  u.  s.  w.  scheinen  zu 
einigen  anderen,  wie  dx^  für  (dx)^  dagegen  d{x^),  f{x^,  besser  zu  passen 
als  die  gegenwärtig  mehr  verbreiteten  cos^^a,  cos  a"  statt  co8(a'')  u.  s.  w. 

2)  Argand,  Gergonne  Ann.  V.  p.  208.  Cauchy  (C.  d'Analyse  p.  183) 
nannte  cos  6  -\-  i  sin  0  „l'expression  reduite". 
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COS  (d  ±    90«)  =  +  sin  9       sin  (6  ±    90«)  =  ±  cos  d 
cos  (d  +  180«)  =  —  cos  Ö       sin  {d  +  180«)  =  —  sin  6, 

welche  auch  besondere  Fälle  der  folgenden  Theoreme  sind. 

Die  Fundamentalsätze  der  ebenen  Trigonometrie  sind 
bekanntlich  die  Additionstheoreme  des  Cosinus  und  Sinus. 
Dieselben  sind  enthalten  in  der  Formel  (11)  von  Nr.  6^  wo- 
durch die  Coordinaten  des  Productes  zweier  Strecken  ge- 
geben sind.  Hierbei  reicht  die  Formel  (3)  aus,  da  der  Winkel  6 
alle  möglichen  Werthe  annehmen  kann.  —  In  der  That,  multiplicirt 
man  die  Strecken 

OM  =  Q  (cos  6  +  i  sin  0)         OM'  =  q'  (cos  B'  +  i  sin  6'), 

so  hat  das  Product  OM  -  GM'  den  absoluten  Betrag  qq'  und  die 
Neigung  ö  +  ö'.     Demnach  ergiebt  sich  nach  (11)  in  Nr.  6 

QQ  [cos(Ö  ±  ö')  +  i  sin(ö  +  ö')] 

=  ()()'{ cos  Ö  cos  ö' +  sin  ö  sin  ö'+^(sinö  cos  ö'Hr  cos  ö  sin  ö')}, 

woraus  die  genannten  Additionstheoreme  d.  i.  die  Formeln 

cos  {0  +  B')  =  cos  B  cos  B'  ^  sin  B  sin  B'  .^. 

sin  (ö  +  B')  =  sin  ö  cos  ö'  +  cos  B  sin  B'  ^  ^ 

folgen. 

Damit  in  der  Formel  (3)  und  den  daraus  abgeleiteten  nur  Längen- 
verhältnisse erscheinen,  wählt  man  als  Argument  des  Cosinus  und 
Sinus  den  Quotienten 

T  =  SLYCÄM:  I  ÖÄ\, 

welcher  für  jeden  Punkt  M  des  Halbstrahles  Oh  denselben  Werth  hat, 
wobei  der  Bogen  AM  dem  Sinne  der  Bewegung  von  Ä  bis  M  ent- 
sprechend mit  dem  Zeichen  -j-  oder  —  zu  versehen  ist.  Zufolge  der 
Cyclometrie  besteht  zwischen  ihm  und  dem  Winkel  a^^h  in  Secunden 
die  Beziehung 


t  =  a^^h  '  arc  V\  wo  arc  V  = 


n 


,    ,,w    c*x^^  180-60*         206264,8 

ist.  71  bedeutet  die  Ludolph'sche  Zahl  3,1415926536  •  •  •  —  Es  ist 
überflüssig,  an  Stelle  von  arc  1"  die  davon  wenig  verschiedene  Zahl 
sin  1"  zu  setzen,  wie  es  oft  geschieht. 

cos  r,  sin  r  sind  eindeutige  Functionen  von  r  für  jeden 
Werth  von  r  und  periodisch  mit  der  Periode  2;r.  cosr  nimmt 
von  r  =  0  bis  t  =  7t  beständig  ab,  von  r  =  it  bis  x  =  2%  beständig 

zu-,  sin  T   nimmt  zu  von  t  =  — ^  bis   t  =  — ,   ab   von  r  =  —  bis 

T=2    u.  s.  f. 
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Die  übrigen  trigonometrischen  Functionen  werden  als  rationale 
Functionen  von  cost,  sinr  eingeführt: 

,  sin  T  .  cos  r  1  1 

tan  r  = cot  x  =  -; —       sec  t  = cosec  r  =  — 

cos  t  sm  t  cos  t  sm  t 

Im  Folgenden  sind  die  Argumente  der  trigonometrischen  Func- 
tionen, wenn  nicht  das  Gegentheil  bemerkt  ist^  stets  als  in  Theilen 
des  Radius  gegeben  anzusehen. 

Wegen  späterer  Anwendung  ist  noch  zu  erwähnen  die  Formel 

lim^^=l.  (6) 

Errichtet  man  in  Ä  (Fig.  12)  das  Loth  AT  auf  a^  so  hat  man  be- 
kanntlich 

|lfP|<|arc^il[f|<|^T|, 

also  nach  Division  durch  |  OÄ ! 

sin  t 
sm  r  <  T  < , 

■         cos  r ' 

wobei  man  sich  t  positiv  und  kleiner  als  ^jt  denkt.  Somit  er- 
giebt  sich 

.  sin  r   ^  ^ 
cos  T  <  <  1, 

sodass 

0  <  1  —  ^  <  1  _  cos  r  (7) 

ist.     Nun  ist  bekanntlich 

1  —  cos  r  =  2  (sin  — j      und    sin  |  <  ^ , 

folglich  ist  1  —  cos  T  <  r^ :  2.  Bedeutet  a  irgend  eine  positive  Zahl 
und  denken  wir  uns  0  <  r  <  "|/2f ,  so  ist  zufolge  (7) 

,.     ^  ^  sin  T    ^  ... 

0  <  1  —  -^  <  £.  (s 

Diese  Ungleichung  gilt  aber  auch,  falls  0  >  r  >  — ]/2£  ist,  weil  der 
Bruch  sin  r  :  T  sich  nicht  ändert,  wenn  man  r  mit  — t  vertauscht. 
Es  besteht  somit  die  Beziehung  (8),  wenn  nur  |r|  <  ]/2£  ist.  Genau 
das  Nämliche  besagt  die  Formel  (6)  zufolge  einer  naheliegenden  Ver- 
allgemeinerung des  auf  S.  161  eingeführten  Grenzwerthbegriflfes.  Die 
einzige  Abänderung  besteht  darin,  dass  während  dort  die  unabhängige 
Veränderliche  jeden  Werth  unter  den  natürlichen  Zahlen  annehmen 
darf,  sie  nunmehr  jeden  von  0  beliebig  wenig  abstehenden  Werth, 
mag  er  rational  oder  irrational  sein,  erhalten  kanu. 
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üebungen  zum  XI.  Abschnitt. 

1.    Planimetrische  Aufgaben. 

Auf  das  im  Vorstehenden  betrachtete  Grössensystem  lässt  sich 
eine  Arithmetik  der  Lage  in  der  Ebene  gründen,  welche,  wie 
die  folgenden  Beispiele  zeigen,  bei  Auflösung  von  Aufgaben  von 
wesentlichem  Nutzen  sein  kann. 

1)  „Ein  Dreieck  XYZ  zu  construiren,  wenn  gegeben  ist  sein  Schwer- 
punkt G  und  von  den  Seiten  XY,  XZ  je  ein  Punkt  (il^f,  iV),  der  die 
bezügliche  Seite  in  einem  vorgeschriebenen  Verhältnisse  theilt."    Es  sei  also 

YM:MX  =  a,         ZN:NX=ß,  (l) 

worin  «,  ß  reelle,  von  Null  und  —  1   verschiedene  Zahlen  bedeuten. 
Nach  Nr.  5  Anm.  hat  man  zunächst 

GX+  GY+  aZ=^0.  (2) 

Es  ist  leicht  GY^  GZ  auf  GX  zurückzuführen.     Man  findet 

GY  =  GM  +  MY  =  G31  +  uXM  =(!  +  «)  GM  +  tcXG 

GZ  =  GN  +  NZ  =  GN  +  ßXN  =  {l+ß)GN  +  ßXG, 

Setzt  man  diese  Ausdrücke  in  (2)  ein,  so  folgt 

{a  +  ß  —  l)GX={l  +  a)GM+(l+  ß)  GN.  (3) 

ci-\-ß — 1  ist  Null  oder  nicht  Null,  je  nachdem  die  Punkte  G  M  N  in 
gerader  Linie  liegen  oder  nicht.  Bilden  sie  nämlich  eine  Gerade,  so  müsste, 
wenn  a -]- ß  —  1  nicht  =0  wäre,  X  zufolge  (3)  auf  GMN  liegen,  was 
unmöglich  ist.  Wir  haben  somit  den  Satz:  „Wenn  man  durch  den  Schwer- 
punkt G  des  Dreiecks  XYZ  die  Gerade  MN  zieht,  so  muss 

(jM  :  MX)  +  (ZN :  NX)  =  1 

sein."  Umgekehrt,  ist  a-\-ß=l^  so  hat  nach  (3)  GMiGN  einen 
reellen  Werth ,  also  liegen  G  M  N  in  einer  Geraden.  —  Wenn  GMN 
nicht  in  einer  Geraden  liegen,  so  liefert  Gleichung  (3)  die  Strecke  GX, 
also  X,  worauf  Y  Z  mittelst  der  Gleichungen  (l)  gefunden  werden.  Ist 
z.  B.  a  =  2 ,  ß  =  3 ,  so  hat  man 

46;^X=36i^iIf  +  4.GN         GX  =  iGM-\-  GN 

Construirt  man  (Fig.  13)  GB  =  \GM,  EL  =  GN,  so  folgt 
GX==  GL,  also  fällt  X  nach  L.     Endlich  hat  man 

YM  =  2  MX         ZN  =  3NX. 

2)  „Zwei  ungleiche  Strecken  AB,  ÄB\  welche  weder  in  einer  Ge- 
raden liegen,  noch  den  nämlichen  Anfangs-  oder  Endpunkt  haben,  sind 
gegeben.  Es  soll  ein  Punkt  X  so  bestimmt  werden,  dass  die  Drei- 
ecke ABX  und  AB'X   einstimmig  ähnlich  sind." 

Wegen  der  einstimmigen  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  ABX  und 
ÄB'X  hat  man  nach  Nr.  8 
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also 
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AX'  AB'  ^  ÄX'  AB 

AX  '  AB'  ==  (AA  +  AX)  -  AB 


(4) 


AB  ■  AA'  =  AX .  {AB  —  AB'). 
Sind  AB^  AB'  ungleich,  so  giebt  es  einen  und  nur  einen  Punkt  X,  der 
Y 


zm 


Fig.  13. 


sich  auf  folgende  Art   construiren   lässt. 
man  nach  (4) 

AB'AA  =AX'  AC, 


Wenn   BC=  BA 


ist,   so   hat 


AB 

AG 


AX 

AA 


(5) 


Sind  die  Geraden  AB^  AB'  nicht  parallel  (Fig.  14),  so  bilden  ABC 
ein  Dreieck,  mithin  sind  nach  (5)  die  Dreiecke  ABC  und  AXA  ein- 
stimmig ähnlich.     Man  construire  also 


AA'X  =  AGB 


AAX  =  CAB. 


Liegen  die  ungleichen  Strecken  AB^  AB'  in  parallelen  Geraden,  so 

muss  nach  (5)  AX :  AA  reell  sein, 
somit  X  auf  AA'  fallen.  Auf  ähn- 
liche Art  ergiebt  sich,  dass  X  auf  BB' 
liegen  muss.  Demnach  ist  X  der  Schnitt- 
punkt von  AA  und  BB'.  —  Wenn 
AB  =  AB'  ist,  so  giebt  es  nach  (4) 
keinen  Punkt  X 

3)  „Zwei  Strecken  AB^  AB',  die 
weder  gleiche  Länge,  noch  denselben 
Anfangs-  oder  Endpunkt  haben,  sind 
gegeben.  Es  wird  ein  solcher  Punkt  X 
gesucht,  dass  die  Dreiecke  ABX 
und  A'B'X  symmetrisch  ähnlich 
sind." 


Fig.  14. 

Nach  Nr.  8  hat  man 

^X  :  conj.  AX  =  AB  :  conj.  AB' 
AX  •  conj.  A'B'  ==  AB  -  {  conj.  A'A  +  conj.  -4 X 


(6) 
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und  dann  nach  dem  Satze  von  Nr.  9 

conj.  AX  '  Ä'B'  =  conj.  AB  -[Ä'A  +  AX].  (7) 

Löst  man  diese  linearen  Gleichungen  nach  AX  und  conj.AX  auf,  so  er- 
hält man 

{AB '  conj.  AB  -  AB '-  conyA'B')  •  AX=AB  •  {AÄ-  conj.  AB  +  AB'-  conj.  AÄ). 

Der   Coefficient    von   AX   ist    |J.jB|^ —  |.A'jB'|^;    somit   hat    die    Aufgabe 
eine     Lösung,     wenn      die     gegebenen 
Strecken   nicht   gleich    lang  sind.     Ord- 
net man   der    Strecke   AÄ  die    positive 
Einheit  zu,  so  dass 

AA'  =  conj.  J.A'=  1 
ist,  so  ergiebt  sich 

{\,AB\^—\ÄB'\^)AX 
=  AB  •  (conj.  AB  +  A'B').       (8) 
Construirt  man  (Fig.  15) 

AC=  conj.  AB,         AB'  =  CD, 
AG  +  AB'  =  AB, 

so  findet  man 

{\AB\^  —  U'^'l")  AX  =  AB  •  AD. 

Je    nachdem    \AB\    grösser    oder    kleiner    als    |  AB'  \    ist,    ist   also 
A'AX  gleich 

.^  y^  y^  y^  y^ 

ÄAB  +  A'AD  =  CAA'  -f  A'AD  =  CAD 

oder   um    180^  davon   verschieden,   wodurch   man  einen  Halbstrahl  findet, 

auf  dem  X  liegt.     Vermittelst  der  Gleichung 

y^  y^  ^\ 

B'A'X  =  —  BAX  =  XAB 

ergiebt  sich  ein  zweiter  Halbstrahl,  auf  dem  X  sich  befindet,  so  dass  der 
verlangte  Punkt  nunmehr  gefunden  ist. 

Wenn     \AB\==\ÄB'\,     ohne     dass 
A   und    Ä    zusammenfallen,    so    giebt    es 


Fig.  15. 


^■^^ 


Fig.  16. 


nach  (8)  keinen  Punkt  X,  es  sei  denn 

AB'  =  —  conj.  AB  =  CA     (Fig.  16). 

Nunmehr  gehen  die  beiden  Gleichungen 
(6)  und  (7)  über  in 

AX+  conj..AX=  1. 

D.   h.     es    genügt    jeder    Punkt    der    im 

Mittelpunkte    von    AÄ    auf    diese    Strecke    errichteten    Senkrechten    der 

Forderung: 

l\ABX^ÄB'X. 
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Nach  diesen  Aufgaben  ersten  Grades  möge  noch  eine  zweiten 
Grades  behandelt  werden. 

4)  „Ein  Dreieck  zu  construiren,  wenn  eine  Seite  AB^  die  Differenz 
der  ihr  anliegenden  Winkel  und  das  Product  y  der  beiden  anderen  Seiten 
gegeben  ist." 

Vom  gesuchten  Dreieck  sind  somit  zwei  Ecken  A^  B  gegeben,  die 
dritte  X  zu  bestimmen.     Dabei  sind  gegeben 

\AX'r\BX\^y, 
BAX  —  XBÄ  =  {BAE  +  EAX)  —  {XBE^  +  E^^A) 
=  EAX  +  E^X  —  { EAB  +  E^A ) 
(worin  die  Punkte  EE^  der  Bedingung  AE  =  BE.  =  1   genügen),  somit 
auch  EA  X  -{-  E^  BX.     Construirt  man  den  Winkel 


BAD 


BAX 


XBA 


(Fig.  17),  welche  Differenz  als  auch  dem  Zeichen  nach  gegeben  anzusehen 
ist,  und  nimmt  man  dabei  den  Punkt  D  so  an,  dass 


so  hat  man 


demnach 


AD\>\BA\=y, 


\AX\  •  \BX\  =  \AB\  .  I^^l 
EAX  +  E^X  =  EAD  +  E^A, 


AX'  BX=  AD  -  BA. 

Bedeutet  C  den  Mittelpunkt  von  AB,  so  dass  AC  =  CB 
AX  =  AC  +  CX         BX=  BC  +  CX=  CX  —  AC 
ist,  so  erhält  man 

CX^  —  AC^  =  AD'  BA  =  2  AD  ■  CA 
CX^  =  CA  {CA  +  2 AD]  =  CA-  CF, 

wobei    AF==2AD     gemacht    ist.      Aus 
dieser  Gleichung  folgt  für  CE^  =  1 

2E^^X  =  E^^A  +  E^F 

\CX'^=\CA\'  \CF\. 
Addirt    man    in    der     ersteren    Gleichung 

beiderseits  2ACE^,  so  ergiebt  sich 

^\  /N 

2AGX  =  ACF 


ACX  =  \ACF-\-\^-^^, 
Unsere  Aufgabe  lässt  somit  zwei  Lösungen  X,  X'  zu,  welche  Punkte  auf 
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der  Halbirungslinie  des  Winkels  äCF  liegen,  zu  beiden  Seiten  von  C 
und  je  in  einem  Abstände,  welcher  gleich  ist  der  mittleren  geometrischen 
Proportionale  von  \CÄ\  und  \Gt\.  Demnach  sind  die  Dreiecke  ABX 
und  BAX'  einstimmig    congruent,    also    nur    der   Lage    nach  verschieden. 

5)  „Auf  zwei  gegebenen  Halbstrahlen  AB  und  A'B'^  die  in  einer 
Ebene  liegen,  je  einen  Punkt  XX'  so  zu  bestimmen,  dass  die  Längen  der 
Strecken  AX^  AX\  XX'  sich  wie  gegebene  absolute  Zahlen  verhalten." 
Da  die  Längeneinheit  in  der  genannten  Ebene  willkürlich  ist,  so  kann 
man  die  Proportion 

\AX\:\AT\  :\XX'\  =  a:a:l 

festsetzen.     (Vgl.  Nouv.  Ann.  2.  VEI.  S.  338.) 

6)  Von  einem  Dreieck  ABC  sind  gegeben  die  Längen  der  beiden 
Seiten  AB^  AC  und  die  Länge   des  Stückes  der  Halbirungslinie  des  von 

y\ 
ihnen  gebildeten  Winkels  BAG  vom  Scheitel  A  bis  zu  der  ihm  gegenüber- 
liegenden Seite  BC.     Das  Dreieck  ist   zu  construiren.     (Vgl.  Nouv.  Ann. 
2.  XH.  S.  248.) 

7)  Construction  des  Punktes  Z,  welcher  der  quadratischen  Gleichung 

AXBX  =  ACBB 

genügt,  worin  die  Punkte  A  und  B  von  einander  verschieden  seien. 

8)  Genügen  die  von  den  Punkten  ABC  einer-  und  den  Punkten 
A'B'C  andererseits  gebildeten  Strecken  den  Gleichungen 

BC '  BV  =  CA  •  CA'  =  AB  -  ÄB\ 

so  sind  die  Dreiecke  ABC  und  ÄB'C'  beide  gleichseitig  und  zwar 
symmetrisch  ähnlich. 

9)  Die  Verhältnisse  der  ebenen  Strecken  zu  einander  können 
schon  unmittelbar  nach  Nr.  4  eingeführt  werden.  Man  erklärt  die  Ver- 
hältnisse AB  :  AC  und  A'B'  :  ÄC  dann  und  nur  dann  einander 
gleich,  wenn  die  Dreiecke  ABC  und  ÄB'C  einstimmig  ähnlich  sind 
(Verallgemeinerung  der  Erklärung  in  der  Uebung  18),  Nachtrag  zu  S.  137). 
Alsdann  ergeben  sich  die  nämlichen  Proportionen  wie  in  VI.  4  und  5 
und  der  Satz  in  VL  6.  Zum  Eechnen  mit  den  Strecken  geht  man  über 
durch  die  Erklärung  des  Products  zweier  Strecken  nach  Cartesius 
(S.  130)  als  der  Strecke,  welche  zur  einen  von  ihnen  sich  so  verhält, 
wie  die  andere  zur  Einheit  e.  Nachweis  der  Multiplicationsgesetze  wie 
in  Uebung  13)  auf  S.  137.  Weiter  gelangt  man  durch  die  in  VL  7 — 9 
und  XL  7  angestellten  Betrachtungen  von  diesen  Verhältnissen  zu  den 
gemeinen  complexen  Zahlen. 

Bei  dieser  Auffassung  lässt  sich  die  Strecke  t  als  die  mittlere  Pro- 
portionale zwischen  e  und   —  e  erklären. 

2.    Aufgaben  aus  der  Trigonometrie  und  analytischen 

Geometrie. 

1)  Construction  der  Coordinaten  der  Summe,  der  Differenz,  des  Pro- 
ductes,    des    Quotienten    zweier    gemeinen    complexen    Zahlen,    wobei    die 


350       üebungen  zum  XI.  Abschnitt.    Aufgaben  aus  der  Trigonometrie  etc. 

Grundformeln  der  Goniometrie  (vgl.  Nr.  10)  als  bekannt  vorauszu- 
setzen sind. 

2)  Sind  aß  aß'  a" ß"  die  Coordinaten  der  Punkte  ABC,  so  ist 
die  Zahl  des  Dreiecks  ABC 

Mittelst  der  Formel  (15)  (S.  339)  erhält  man  die  Dreiecksfläche  ABC  (mit 
dem  Zeichen  -f-  oder  —  versehen,  je  nachdem  der  Umlauf  AB  CA  einem 
innerhalb  des  Dreiecks  befindlichen  Beobachter  positiv  oder  negativ  er- 
scheint) ausgedrückt  durch  die  Coordinaten  der  Eckpunkte  A,  J?,  C,  welche 
bezw.  aß,  a  ß\  a" ß"  sein  mögen.  Für  diese  relative  Dreiecksfläche  ABC 
ergiebt  sich 

2AABC=ÄB'  KC\ 

worin  das  Zeichen  der  auf  die  Gerade  AB  senkrechten  Strecke  KC 
(Fig.  11)  nach  der  positiven  Normale  zur  positiven  Richtung  in  AB  zu 
bestimmen  ist. 

Ermittelt  man  nun  die  Coordinaten  von  AC :  AB  durch  die  Bemer- 
kung, dass 

AC        AC  ■  con^.  AB        AC    con].  AB 


AB        AB    conj.  AB 

\AB\' 

? 

worin 

^C  =  («"-«)  +  (|3"' 

-ß)i 

ist,  so  findet  man 

~ß)i 

KC          (a'-cc)(ß''-ß)-{ß'- 

-  ß)  («"  - 

-a) 

AB                                    \ÄB\^ 

und 

2AABC=  (a~  a)  (ß"  —  ß)  —  {ß'  —  ß)  («"  —  «) 

=  a(ß'-ß'')  +  aiß"-ß)  +  a\ß  -  ß'). 

3)  Bezeichnet  man  die  positiven  Richtungen  in  den  Seiten  B  O,  CA,  A  B 
des  Dreiecks  ABC  bezw.  mit  a,  &,  c,  so  bestehen  die  Gleichungen 

BC  cos  x^a  4-  CA  cos  x^^h  -\-  AB  cos  x'^c  =  0 

fl) 

BC  sin  x'^a  -f  CA  sin  x^h  +  5C  sin  x'^c  =0.  ^ 

—  Die  Foi-meln  ergeben  sich  unmittelbar  aus  der  Gleichung 
BC-\-  CA  +  AB  =  0 

in  Nr.  3,  indem  man  auf  die  Vectoren  BC  u.  s.  w.  die  Darstellung  (4) 
auf  S.  342  sinngemäss  anwendet.  Lässt  man  in  den  Formeln  (l)  die  noch 
willkürliche  iC-Richtung  mit  einer  der  Richtungen  a,  h,  c  zusammenfallen, 
so  erhält  man  den  Sinus-  und  Cosinussatz  der  ebenen  Trigonometrie. 

4)  ^)Sind  A  B  G  D  vier  beliebige  Punkte  der  Ebene,  so  besteht  die 
Gleichung 

1)  Besonderer  Fall  eines  von  Bellavitis  und  Möbius  ausgesprochenen 
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BC  ■  AI)  +  CA  ■  BD  +  AB  '  CD  =  0.  (2) 

—  Der  Beweis  ist  der  nämliche  wie  für  die  gleichlautende  Beziehung 
unter  den  von  vier  Punkten  einer  Geraden  gebildeten  sechs  Strecken 
(S.  180). 

5)  a.  Man  zerlege  im  Falle  dass  die  Punkte  ABC  einer  Geraden 
angehören,  die  Gleichung  (2)  durch  Darstellung  der  Strecken  BC,  AD 
u.  s.  w.  in  der  Form  (4)  auf  S.  342  in  zwei  reelle  Formeln. 

b.  Liegen  von  den  vier  Punkten  A  B  C  D  keine  drei  in  einer  Geraden, 
gehören  aber  die  drei  Strecken 

B^C^  =  BC'  AD         C^A^  =  CABD         A^B^  =  AB'  CD 

einer  Geraden  an,  so  liegen  die  Punkte  AB  C  D  auf  einem  Kreise.  — 
Und  es  gilt  der  ptolemäische  Satz: 

Sq\BC\-\AD\—Ss\CA\'\BD\—£^\AB\'\CD\  =  0 

—  £^\BC\'\AD+6q\CA\'\BD\—s^\AB\'\CD\  =  0 

—  £,  \BC\'\AD\—e^\CA\-\BD\+e^\AB\-\CD\  =  0, 

worin  Sq  e^  fg  ^3  positive  oder  negative  Einheiten,  die  im  Zeichen  mit  den 
Dreieckflächen  ABC^  BCD,  CAD^  ABD  übereinstimmen,  bedeuten, 

6)  „Ist  das  Doppelverhältniss  der  vier  Punkte   AB  CD  in  der 

AC    AD 
Ebene  d.  i.    der  Quotient  ^r^  •  Ytr  ^'^^l^?  ^^  liegen  diese  vier  Punkte  ent- 
weder auf  einer  Geraden  oder  auf  einem  Kreise."  —  Durch  sinngemässe 
Anwendung  der  Formeln  (13)  S.  339  findet  man  die  Gleichung 

^=!ül    {<^osBCA  +  ismBCA),  (3) 

mit  deren  Hilfe  der  Satz  sich  ergiebt. 


Uebertragungsprincipes  aus  der  Geometrie  der  Geraden  in  die  der  Ebene: 
„Wenn  man  in  einer  Gleichung  zwischen  den  von  beliebigen  Punkten  einer 
Geraden  gebildeten  Strecken  diese  Punkte  durch  beliebige  Punkte  der  Ebene 
ersetzt,  so  erhält  man  eine  Gleichung  unter  den  von  den  letzteren  Punkten  ge- 
bildeten Strecken." 


XII.  Abschnitt. 
Complexe  Potenzen,  Wurzeln  und  Logarithmen. 

1.  Producte,  Potenzen  nnd  Quotienten  von  complexen  ZaMen  in 
trigonometrisclier  Form. 

Sind  die  beiden  complexen  Zahlen  a,  h  in  der  trigonometrisclien 
Form 

a  =  A  (cos  a-\-i  mia)j         h  =  B  (cos  ß  -\-  i  sin  ß)  (1) 

gegeben,  so  ist 

ah  =  AB  {(cosa cos ß  —  sin a sin /3)  -f- ^(sinacos/3  +  cos c« sin /3)) 

und  daher  zufolge  der  Formeln  (5)  S.  343 

ah  =AB  [cos{a  +  ß)  -\-  i  sm{ci  -\-  ß)] . 

Durch    wiederholte   Anwendung   dieser   Formel   ergiebt   sich   für   das 
Product  a^  a^  •  •  •  a^^,  worin 

a^  =  A^  (cos  «^  +  i  sin  a^         (r  =  1,  2,  •  •  •  m) 

ist,  die  Gleichung 

=  A^A^-"A^{cos{a^  +  a^-\ [-(yJ  +  ism{ai  +  a,^-{ h«J)-  (2) 

Wird  hier  a^  =  a^  =  •  •  •  =  a,^  =  a,  also 

A^  =  A^  =  -"  =  A^  =  A,         «j  =  «2  =  . . .  =  «^  =  a 

gesetzt,  so  erhält  man 

a^  =  A'^  (cos  ma  -{-  i  sin  m  a)  5  (3) 

insbesondere  gewinnt  man  daraus  für  A  =  1  die  Moivre'sche  Formel 

(cos  a  +  *  sin  «)"*  =  cos  ma  -{-  i  sin  ma.  (4) 

Mit  Hilfe  der  Formeln  (1)  S.  342  und  (5)  S.  343  findet  man  ferner 
gemäss  den  Gleichungen  (1) 

a        a  (cos  ö  —  i  sin  ß)        A   .         ,  o\    \    •    -    t  ow  /-\ 

T  =  r) — 5 ~~J.  =  ^  { cos  (a  —  ß)  +  ^  sin  (a  —  ß)\.        (o) 

0         b  (cos  |3  —  i  sin  |3)         B   ^         ^  ^^    ^  ^  ^^ '  ^  ^ 

Es  ist  daher  insbesondere 

=  cos  a  —  i  sin  u  (6) 


cos  oc  -\-  i  sm  a 


(8) 
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und  in  Rücksicht  auf  die  Formel  (4) 

(cos  a  —  i  sin  «)'"  =  ; r-r-. — ^,  =  cos  ma  —  i  sin  ma.       (7) 

^  ^  (cos  a  +  *  sin  a/"  ^   ^ 

Die  Formeln  (2)  und  (4)  können  zur  Entwicklung  der  rechts 
stehenden  Winkelfunctionen   benutzt  werden.     So  liefert  die  Formel 

(cosa  +  isina)"*^cosa'"  +  wcosa"*~^sina-i —  (    j  cosa"*~^sin«^-| , 

indem  man  den  reellen  Theil  und  den  Coefficienten  von  i  mit  den 
entsprechenden  Zahlen  in  (4)  vergleicht,  die  Entwicklungen 

cosm«  =  cos  «'"  —  (    )  cos  a"*~^  sin  a^  -\-  (    j  cos  a"*~*  sin  a*  — 
sinma=cosma"*~^sin(^  —  (    jcosa"*~^sina^4~(R)cosa"*~^sina^  — 
Die   Ausdrücke   rechts  sind    soweit   fortzusetzen,    als    der   Index   der 
Binomialcoefficienten  m  nicht  übersteigt.     Man  hat  also 

cos  2 «  =  cos  a^  —  sin  a^,         sin  2 a  =  2sin  a  cos  u 
u.  s.  f. 

Ist  m  gerade,  so  können  cosw«  und  sin  ma:  sin«  cos  c^  als  ganze 
Functionen  sowohl  von  sin  a  als  auch  von  cos  a  dargestellt  werden,  z.  B. 

cos  2a  =  l  —  2  sin  «^  =  2  cos  a^  —  1. 

Ist  m  ungerade,  so  sind  cosmaicosc^  und  sin mc^: sin«  ganze 
Functionen  sowohl  von  sin  a  als  auch  von  cos  a. 

Mittels  der  Formel  (2)  kann  man  jedes  Glied  einer  ganzen 
Function  einer  endlichen  Anzahl  von  complexen  Zahlen  in  die  Form 

P  (cos  d'-\-  i  sin  -O-) 

überführen,  wo  P  ein  Monom  aus  ihren  absoluten  Beträgen  und  d' 
ein  Aggregat  von  Vielfachen  ihrer  Neigungen  ist.  Hängt  der  Ausdruck 
nur  von  einer  complexen  Zahl  ^  ab,  so  wird  er  auf  diese  Art  in 
eine  endliche  trigonometrische  Reihe  verwandelt.  Eine  solche  kann 
man  z.  B.  für  cos-O-"*  und  sin -9""*  erhalten,  worin  m  eine  natürliche 
Zahl  bedeutet.^)     Setzt  man  nämlich 

cosd'-{-i  sin  d'  =  t,         cos  '9'  —  i  sin  -9  =  t\  (9) 

so  ist 

2cos  -d-  =  ^  +  t\         2ismd'  =  t  —  f. 

Man  hat  also,  indem  tt'  =  1  ist, 

(2C0S#)"*  =  ^'«  +  mr-2+Qf«-4-| [_Q^'m-4_j_^jf'm-2_|_^'m 

Hier  stehen,  falls  2r  <Cm  ist,  hinter  einander  die  Glieder  r"H"*-2r 

1)  Ueber  die  Entwickelung  von  cos  ■O-'"  sin -O-",  vgl.  Hermite,  Cours  d' Ana- 
lyse I,  (1873)  p.  38. 
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und  (jt'''^-^''^  deren  Summe  zufolge  der  Gleichungen  (9),  (4),  (6) 
und  (7) 

(7)  (^""''  +  ^'""'0  =  2  C")  cos  (m  -  2r)^ 
ergiebt.     Wir  finden  daher  bei  ungeradem  m    (m  =  2k  -{-1) 
22/: cos  ^2^+1  _  cog  ^2Jc  +  1)  d- +  {2k  +  1)  COS  (2]c  -  1)  ^ 

+  p+^)cos(2Ä;-3)^  +  -  +  (*^'^"+^)cos^. 

Ist  m  gerade  und  =2k,  so  kommt  im  Ausdrucke  rechts  auch  das 
Glied  (  ,  j  vor,  so  dass 

2^*- 1  cos  -0-2*  =  cos2]cd'  +  21c  cos  (2Ä;  —  2)  ^ 

+  Q  cos  (2Ä;  -  4)  ^  +  ...  +  [^'^^)  cos  2^  +  i(\') 

ist.     Auf  ähnliche  Art  ergeben  sich  die  Formeln 

(_  l)i- 2"- sin  «■"+'==  sin  (2fc  +  1)  *  — (2Ä:  +  1)  sin  (2jfe  -  1)  «■ 

+  f*+')sin(2Ä-3)#+...  +  (-l/f\+^)sin*, 
(_l)*2"-isina-"  =  cos2&fl'  — 2fccos(2^-2)«■ 
+  Q  cos (2^—4)*  -•••  +  (-  !)'-'(,")  cos 2» 

2.  Die  Wurzeln  aus  complexen  Zahlen. 

Nach  X.  10  gelten  für  die  Potenzen  der  complexen  Zahlen  mit 
positiven  ganzen  Exponenten  dieselben  Sätze,  wie  für  jene  der  reellen 
Zahlen.  Es  liegt  daher  nahe,  auch  den  Begriff  der  Wurzel  auf  die 
complexen  Zahlen  auszudehnen.  Zu  diesem  Zwecke  untersuchen  wir, 
welche  Zahlen  x  der  Gleichung 

X'"  =  a,  (1) 

worin  a  eine  complexe,  m  eine  natürliche  Zahl  bedeutet,  genügen. 
Für  m  =  2  ist  dies  schon  in  X.  10  geschehen.  Falls  aber  m  grösser 
als  2  genommen  wird,  ist  auf  dem  dort  eingeschlagenen  Wege  im 
allgemeinen  nichts  zu  erreichen.  Die  vorstehende  Gleichung  kann 
jedoch  mit  Hilfe  der  Formel  (3)  S.  352  allgemein  gelöst  werden. 
Bringt  man  nämlich  a  und  x  in  die  trigonometrische  Gestalt 

a  =  A  (cos  a  +  i  sin  a) 
x=X.  (cos  J  -|-  i  sin  |), 

so  ist  zufolge  der  soeben  genannten  Formel  zum  Bestehen  der  Glei- 
chung (1)  nothwendig  und  hinreichend,  dass 
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ist,  wo  h  jede  reelle  ganze  Zahl  sein  kann.  Man  findet  mithin,  dass 
X  die    absolute    m*®   Wurzel   aus   der   positiven   Zahl    Ä    sein    muss, 

während  |  jeden  der  Werthe 

j.  cc-\-  2Jc7t 

^  m 

annehmen  darf.  Dabei  genügt  es,  k  auf  die  Werthe  0,  1,  2  •  •  •  m  —  1 
zu  beschränken,  da  die  goniometrischen  Functionen  (hier  Sinus  und 
Cosinus)  sich  nicht  ändern,  wenn  man  ihr  Argument  um  ein  Viel- 
faches von  2jt  vermehrt  oder  vermindert.  Die  daraus  hervorgehenden 
m  Werthe  von  x  sind  aber  wirklich  unter  sich  verschieden.  Es  be- 
sitzt also  die  Gleichung  (1)  genau  m  von  einander  ver- 
schiedene Auflösungen  nach  x.  Wir  bezeichnen^)  eine  jede  von 
ihnen  mit  y  %  und  nennen  sie  eine  m*®  Wurzel  aus  a.  Das  Zeichen 
y%,  die  allgemeine  m*®  Wurzel  aus  a,  ist  daher  m-deutig. 

Das  Gesagte  gilt  auch,  wenn  a  reell,  insbesondere  gleich  der  posi- 
tiven Zahl  Ä  ist.  Von  den  m  Werthen  von  y*Ä  ist  nur  einer  reell 
und  positiv.  Diesen  Werth,  welcher  den  absoluten  Betrag  aller 
übrigen  angiebt,  bezeichnen  wir  in  Ueberein Stimmung  mit  VIII.  5 
mit  l/Z.  Somit  lässt  sich  die  allgemeine  m*®  Wurzel  aus  a  durch 
die  Formel 

f*a  =  yZ    cos-:i_ ^-^sm-:I— -       (Ä;  =  0,  1,  2  ••.  m- 1)  (2) 


darstellen. 

Ist  a  reeU  und  positiv,  also  a  =  0  und  a  =  Ä,  so  geht  zufolge 
der  Formel  (2)  jeder  Werth  von  y*a  dadurch,  dass  man  darin  k 
durch  m  —  k  ersetzt,  in  den  ihm  conjugirten  über.  Ist  dabei  m  un- 
gerade, so  stellt  die  Formel  (2)  neben  dem  reellen  Werthe  YÄ.  noch 
-l;(ni  —  1)  Paare  einander  conjugirter  Zahlen  dar;  falls  dagegen  m 
gerade  ist,  enthält  (2)  -|-(m  —  2)  Paare  einander  conjugirter  Zahlen, 
ausser  diesen  aber  auch  noch  die  beiden  Werthe  +  V^,  von  denen 
der  erstere   der  Annahme  k  =  0.  der  letztere  k  =  —  entspricht. 

Denken  wir  uns  in  der  Formel  (2)  «  so  angenommen,  dass 
—  :r  <  Ä  <  TT 
ist,  so  heisst  der  k  =  0  entsprechende  Werth  von  l/*ä,  d.  i. 

Vä  I  cos 1-  ^  sin  — 


1)  Nach  dem  Formulaire   des  Mathematiques    public   par   la  „Rivista   di 
Matematica"  I.  p.  19. 

stolz  u.  Gmeiner,  theoret.  Arithmetik.   II.  24 
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der  Hauptwerth^)  dieser  Wurzel.  Für  ein  reelles  und  positives  a 
ist  darunter  die  positive  reelle  m*®  Wurzel  aus  a  zu  verstehen.  Da 
demnach  "/Z  mit  dem  Hauptwerth  von  y*A  zusammenfällt,  so 
können  wir  den  Hauptwerth  der  m*®"  Wurzel  einer  jeden  Zahl  a 
mit    ya  bezeichnen,  so  dass  nunmehr  die  Gleichung 

'n  =  VÄ\oos^  +  isin^]  (3) 


m     '  m 

besteht. 

Wenn    a    reell    und    negativ    ist,    so    ist    der    Hauptwerth    der 
^ten  Wurzel  aus  a  die  complexe  Zahl 


'Vä{ 


COS h  *  sm  —  [ ; 


z.  B.  von  y* —  1  ist  derselbe  i.  Falls  dabei  m  ungerade  ist,  erhält 
man  nach  Formel  (2)  für  ]{,  =  \{m  —  1)  den  rellen  Werth  der 
Wurzel  y* — Ay  der  also  nicht  der  Hauptwerth  ist. 

Um  die  m*®°  Wurzeln  aus  der  Strecke  a  geometrisch  darzustellen, 
schlägt  man  vom  Nullpunkte  einen  Kreis  mit  dem  Radius  l/3,  be- 
stimmt darauf  den  Endpunkt  des  Hauptwerthes  (3)  mittelst  seiner 
Neigung  a  :  m  und  theilt  von  ihm  aus  den  Kreis  in  m  gleiche  Theile. 
Die  m  Punkte  dieser  Theilung  bezeichnen  die  Endpunkte  der  m  ver- 
schiedenen, in  dem  Ausdrucke  (2)  enthaltenen  Werthe. 


3.  Die  m}^"^  Einheitswurzeln.  —  Aus  jedem  Werthe  von  y*a 
gehen  die  sämmtlichen  durch  Multiplication  mit  je  einem  der  Factoren 

e  =  cos V- 1  sm (Ä  =  0,  1,  2  •  •  •  m  —  1) 

hervor,  welche  die  Auflösungen  der  Gleichung 

ä;'"  =  1 

bilden  und  aus  diesem  Grunde  m^  Wurzeln  der  Einheit  oder 
m*®  Einheitswurzeln  genannt  werden.  Diejenigen  unter  ihnen,  von 
welchen  keine  niedrigere  als  die  m*°  Potenz  gleich  1  ist,  heissen 
primitiv.     Soll  für  die  natürliche  Zahl  n 

n                2nk7t    ,     .    .     2nk7t        ^ 
e,  =  cos +  ^  sm =  1 

sein,  so  muss  nie :  m  eine  ganze  Zahl  sein.  Haben  h  und  m  den 
grössten    gemeinsamen  Theiler   d  und    ist   m  =  dm\    so    muss    dem- 

1)  Die  Bezeichnung  „Hauptwerth"  der  m**«*  Wurzel,  des  Logarithmus  (vgl. 
Nr.  6)  und  der  Potenz  (vgl.  Nr.  8)  stammt  von  Weierstrass.  Cauchy  ge- 
brauchte dafür  die  von  E.  G.  Björling  vorgeschlagenen  Namen:  „racine, 
logarithme,  puissance  principale"  (vgl.  des  letzteren  Artikel  in  Grunert  Ä.  XXI. 
p.  1  und  Cauchy,  Exercices  d'Analyse  IV.  p.  253). 
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gemäss  n  ein  Vielfaches  von  m'  sein.  Der  kleinste  Exponent  n,  für 
welchen  n       -, 

wird,  oder,  wie  man  dies  auch  auszudrücken  pflegt,  der  Exponent, 
zu  welchem  Cf.  gehört,  ist  somit  n  ==  m\  Daraus  folgt,  dass  e^ 
dann  und  nur  dann  eine  primitive  m*®  Einheitswurzel  ist,  wenn  m=mj 
also  wenn  Ix,  und  m  zu  einander  theilerfremd  sind.  Die  Anzahl  der 
primitiven  m^^  Einheitswurzeln  ist  daher  stets  gleich  der 
Anzahl  jener  natürlichen  Zahlen,  welche  kleiner  als  m  und 
dabei  zu  m  theilerfremd  sind. 

Bezeichnet  man  mit  e  irgend  eine  primitive  m*®  Einheitswurzel, 
so  sind  die  sämmtlichen  m*®^  Einheitswurzeln  durch 

1,  e,  e^   ...  gm-i 

dargestellt.  Denn  es  erhellt  unmittelbar,  dass  jede  Potenz  e"",  worin 
r  eine  natürliche  Zahl  vorstellt,  die  Gleichung  x^  =  1  befriedigt; 
wenn  femer  r  und  s  zwei  von  einander  verschiedene,  natürliche 
Zahlen  kleiner  als  m  bedeuten,  von  denen  die  erstere  die  grössere 
sein  möge,  so  sind  auch  ^  und  e*  von  einander  verschieden,  weil 
r  —  s  nicht  durch  m  theilbar  ist. 

Satz:  „Die  Summe  der  w*^^  Potenzen  der  m  verschiedenen  m}^^ 
Einheitswurzeln  ist  m  oder  0,  je  nachdem  n  durch  m  theilbar  ist 
oder  nicht."  —  Der  erste  Theil  des  Satzes  ist  unmittelbar  ersichtlich. 
Hinsichtlich  des  zweiten  beachte  man,  dass,  wenn  e  eine  primitive 
m*®  Einheitswurzel  bedeutet, 

Cq  =  i,    ^1  ==  c,    e^  =  6     '  '  '   ^m-i  ^^  ^ 
gesetzt  werden  kann,   wonach  sich,    da   e^  =  1,    e"   aber  von  1  ver- 
schieden ist, 

e:  +  el  +  -^  +  el_,  =  l  +  e^  +  e'^  +  •••  +  e(--')^ 

=  (1  —  e"*«)  :  (1  —  e")  =  0 
ergiebt. 

4.   Sätze  über  die  allgemeinen  Wurzeln. 

Wegen  der  Vieldeutigkeit  der  m^^^  Wurzeln  im  Systeme  der  ge- 
meinen complexen  Zahlen  erleiden  die  Sätze  1) — 5)  in  VIII.  6  mehr- 
fache Abänderungen,  Einschränkungen  und  Zusätze.  Bevor  man  über- 
haupt den  Versuch  unternehmen  kann,  jene  Sätze  in  Gestalt  von 
Gleichungen  auf  die  allgemeinen  Wurzeln  auszudehnen,  muss  man 
sich  vorerst  über  die  Bedeutung  einer  Gleichung  zwischen  zwei  mehr- 
deutigen Ausdrücken  Klarheit  verschaffen.  Da  eine  solche  an  und 
für  sich  einen  mehrfachen  Sinn  haben  kann,  so  setzen  wir  Folgendes 
fest:  Sind  A  und  B  zwei  mehrdeutige  Ausdrücke,  so  soll  die  Glei- 
chung 

24* 
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Ä  =  B 

besagen,  dass  jeder  Werth  von  Ä  einem  Werthe  von  JB  gleich  ist.  Ist 
zufolge  dieser  Festsetzung  auch  B  =  Ä,  so  heisst  die  Gleichung  Ä  =  B 
nach  M.  Ohm^)  eine  vollkommene.  Vollkommen  ist  demnach  die 
Gleichung  A  =  By  falls  die  Anzahl  der  Werthe  von  Ä  und  B  eine 
endliche  ist,  dann  und  nur  dann,  wenn  die  beiden  Ausdrücke  Ä  und 
B  ffleich  viele  von  einander  verschiedene  Werthe  besitzen. 

o 

Auf  Grund  dieser  Erklärungen  gelten  für  die  allgemeinen  Wur- 
zeln die  folgenden  Sätze: 

1)  „Jede  n^  Wurzel  aus  einer  m*®"  Wurzel  aus  a  ist  eine  {ntnf^ 
Wurzel  aus  a  und  umgekehrt.     Die  Gleichung 


y*"l/*a  =  '"y^  (1) 

ist  also  vollkommen;  auch  gilt  dieselbe  für  die  Hauptwerthe  der 
darin  vorkommenden  Wurzeln.^' 

Beweis:  Um  den  ersten  Theil  des  Satzes  zu  beweisen,  sei 

y  *a  =  Xj     y^x  =  2/; 
dann  hat  man 

mn  I— — 

a  =  a;'",     x  =  y'^,       also      a  =  ^"*^     und     y=   y^a. 
Ist  umgekehrt  y  eine  (mn)^  Wurzel  aus  a,  so  ist 

a  =  2/'""  =  (y"Ty       mithin       ^"  =  V*a     und     y  =  y'*>/*ä . 

Man  kann  sich  übrigens  auch  leicht  direct  davon  überzeugen,  dass 
die  beiden  Ausdrücke  auf  der  linken  und  rechten  Seite  der  Gleichung 
(1)  gleich  viele  Werthe  besitzen,  die  letztere  also  vollkommen  sein 
muss.  —  Um  auch  den  zweiten  Theil  des  Satzes  zu  zeigen,  sei 

a  =  ^(cos  a  -\-  i  sin  a)         ( —  tc  <^  a  -^Tt).  (2) 

Dann  ist 

ya  =  VA  { cos f-  ^  sin  — 

und  daher 

^/nn=         mn/-—  i  a        ,      .     .         a    1  vin ,~ 

Y  ya  =    \  A  \  cos  —  +  ^  sin  —  \  ==    ya . 
'  '       [        mn    '  mn}  ^ 

2)  „Die  Gleichung 

(y*-aj''^(i^'  (3) 

ist  vollkommen  und  auch  für  die  Hauptwerthe  der  beiden  Wurzeln 
giltig."  ^^    __^^ 

Beweis:  Ist  zunächst  (  y*a)      gegeben,  so  hat  man  nach  1) 

1)  M.  Ohm,  Versuch  eines  voUk.  cons.  Systemes  etc.  II.  p.  386. 
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Wenn  dagegen  (]/*a)     gegeben  ist,  so  findet  man 

(^*-af = { {fy^y  Y = { (T^)" } " = ("v^r. 

Dass  endlich  die  Gleichung  (3)  auch  für  die  Hauptwerthe  der  darin 
vorkommenden  Wurzeln  giltig  sei,  wird  wie  oben  bei  1)  gezeigt. 

3)  „Die  beiden  Gleichungen 

y^a-'Vn^T^b,     >/%:'>/^='>/%76  (4) 

sind  vollkommen,  gelten  aber  nicht  unbedingt  für  die  Hauptwerthe 
der  darin  vorkommenden  Wurzeln." 

Behufs  des  Beweises  der  ersten  dieser  Gleichungen  setzen  wir 

']/*a  =  x    und     y*h  =  y, 
wodurch 

a  ==  x''^    h  ==  ?/"*,     ah  =  {xyj"'  ^      also       xy  =  y*a& 

wird.  Es  ist  demnach  jeder  Werth  der  linken  Seite  der  genannten 
Gleichung  auch  ein  solcher  der  rechten.  —  Setzen  wir  nun 

so  ergiebt  sich 

al  =  ^'«,     6  =  ^^' :  x'^  =  {z  :  xY ,     y*h  =  z:x 
und  schliesslich 

d.  h.  es  ist  auch  jeder  Werth  der  rechten  Seite  der  in  Rede  stehenden 
Gleichung  ein  solcher  der  linken.  —  Um  zu  sehen,  ob  jene  Gleichung 
für  die  Hauptwerthe  der  Wurzeln  Geltung  habe,  sei  neben  (2) 

h  =  B(cosß  +  i  sin/3)         (—7C<ß^n)', 
dann  ist 

7a  ■  "Vh  =  'VÄB  {  cos  ^  +  i  sin  "i^ }  • 

Ferner  hat  man 

ah  =  AB  { cos  (a  +  /3)  +  i  sin  (a  +  /3) } . 

Es  ist  daher  dann  und  nur  dann 

Yah  =  "i/ÄB  { cos  ^-^  +  i  sin  ^ }  , 

wenn 

—  7t  <^  a  -{-  ß  ^7tf 

nicht  aber,  wenn  a  -j-  ß  -^  —  jr  oder  >  :t  ist. 

Die  zweite  der  Gleichungen  (4)  folgt  unmittelbar  aus  der  ersten. 

4)  „Es  besteht  die  Gleichung 

dieselbe  ist  vollkommen,  falls  m  und  n  zu  einander  theilerfremd 
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sind,  dagegen  unvollkommen,  falls  m  und  n  einen  gemeinsamen 
Theiler  besitzen;  auch  gilt  sie  nicht  immer  für  die  Hauptwerthe  der 
Wurzeln."     Man  hat  nämlich  neben  (2) 

y^a  =  yA    cos  — \-  %  sm  —^ , 

also 

{Y^a)  =  YA-  [  cos  —^ h  t  sm  —^^ 1  •  (6) 

Ferner  ist 

y^a''  =  VA''   cos  — ~ \-  ^  sm  ——^ •  (7 

Die  Werthe  (6)  und  (7)  sind  dann  und  nur  dann  einander  gleich, 
wenn 

h^E^.nlc  (mod  m)  (8) 

ist  (vgl.  Uebung  4)  S.  97).  Ist  nun  Je  gegeben,  so  hat  diese  Con- 
gruenz  stets  eine  Wurzel  h  unter  den  Zahlen  0,  1,  2  •••  m — 1. 
Ist  dagegen  h  gegeben,  so  besitzt  die  vorstehende  Congruenz  dann 
und  nur  dann  eine  Wurzel  h^  wenn  h  durch  den  grössten  gemein- 
samen Theiler  von  m  und  n  theilbar  ist,  also  stets,  falls  7n  und  n  zu 
einander  theilerfremd  sind.  —  Steht  auf  der  linken  Seite  der  Glei- 
chung (5)  der  Hauptwerth  der  Wurzel,  so  ist  in  (6)  h  =  0  und 
daher  zufolge  (8)  auch  h  =  0.  Dies  ergiebt  aber  nach  (7)  dann  und 
nur  dann  den  Hauptwerth  "[/ö^,  wenn 

na  =  ß  -{-  2mr% 

ist,  worin  —  7t  <i  ß  ^%  ist,  während  r  eine  beliebige  reelle  ganze 
Zahl  sein  kann. 

5)  „Die  Gleichung 

y*^  =  "*f/*^        {ß  >  1)  (9) 

ist  stets  unvollkommen  und  gilt  nur  bedingungsweise  für  die 
Hauptwerthe  der  beiden  Wurzeln."  —  Setzt  man  nämlich 


so  ist 

a«  =  af'',     oT^  =  x'^P       und  daher       x  ==  "*|/*a«p^ 

also  ist  jeder  Werth  links  von  (9)  auch  ein  solcher  rechts^  Dass 
umgekehrt  nicht  jeder  Werth  von  ''y*a"P  auch  ein  solcher  von  '}/*a" 
sein  kann,  folgt  unmittelbar  aus  der  Thatsache,  dass  die  erstere 
Wurzel  mp,  die  letztere  dagegen  nur  w  von  einander  verschiedene 
Werthe  besitzt.  —  Bezüglich  der  Hauptwerthe  hat  man  einerseits 

ya"  =  yA"  I  cos ' h  *  sin ~ 

( —  :t  <,an  -\-  21c7t  ^  tc), 
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andererseits 


ya^'p  =  yÄ"  \  cos  — ^^^ 1-  i  sm  — ^-^ —  [ 


mp  '  mp 

( —  :r  <  anp  -\-  2h7C  ^  :r). 

Sollen  diese  beiden  Werthe  einander  gleich  sein,  so  muss 
an-^2kn        anp-^-^hn 


mp 


also       h  =  Jcp 


sein;  denn  der  [Jnterschied  dieser  beiden  Brüche  kann 1 ,  somit 

'  m    '    mp ' 

—  nicht  übersteigen.     Demnach  besteht  für  k  die  Doppelrelation 

—  :t<anp  +  2hpjc^7t,     d.i.     _^<^  +  ^^-l. 

Setzt  man  nun 

an  =  2q7C  +  ß         ( —  :r  <  /3  ^  :r), 

worin  q  eine  reelle  ganze  Zahl  vorstellt,  so  muss 
und,  da  —  ^^  <  /3  :  2:r  ^  ^-  ist, 

also  Zv  -|-  (;^  =  0  sein,  wonach  sich  aus  (10) 

p  ^f^  =  p 
ergiebt.     Nur   wenn   ß    dieser  Doppelbeziehung    genügt,    besteht   die 
Gleichung  (9)  zwischen  den  Hauptwerthen  der  beiden  Wurzeln. 

5.   Die  natürliche  Potenz  e\ 

In  VIII.  14  wurde  gezeigt,  dass  die  Function 

(1) 


i'+f)" 


für  jeden  reellen  Werth  von  x  beim  Grenzübergange  lim  n  =  -\-  (X) 
einen  endlichen  Grenzwerth  besitzt,  der  mit  der  Potenz  e^,  worin  e 
die  Basis  des  natürlichen  Logarithmensystemes  bedeutet,  zusammen- 
fällt. Ein  solcher  Grenzwerth  der  Function  (1)  ist  nun  auch  dann 
vorhanden,  wenn  x  nicht  mehr  reell,  sondern  complex  ist,  und  der- 
selbe eignet  sich  nach  Cauchy*)  und  Schlömilch^)  zur  Definition 
der  Exponentialfunction  e^  für  complexe  Werthe  von  x. 


1)  Cauchy,  Exercices  d' Analyse  IV.  p.  232  u.  d.  f.  —  Die  Formel 
c*''=  cos  rj  +  *  sin  7]  rührt  von  Euler  her,  der  sie  in  §  138  der  „Introductio" 
auf  dem  in  Uebung  7*)  auf  S.  378  angedeuteten  Wege  ableitete. 

2)  Schlömilch,  Handbuch  der  algebraischen  Analysis,  4.  Aufl.  (1868), 
§  54. 
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Wird  jedem  Werthe  der  natürlichen  Zahl  n  eine  complexe  Zahl 

zugeordnet,  so  heisst  f(n)  eine  eindeutige  complexe  Function 
der  reellen  Veränderlichen  n.  Und  wir  sagen,  dass  wenn  die 
Coordinaten  (p(n)j  ilj(n)  der  Zahl  f(n)  bei  limn  = -\- oo  je  einen 
endlichen  Grenzwerth  a,  ß  besitzen,  alsdann  die  Function  f(n)  bei 
lim  n  ==  -\-  oo  den  endlichen  Grenzwerth  a  -^  ßi  hat.^) 

Mit  Hilfe  des  5.  Satzes  in  VIII.  14  ist  es  nun  leicht,  sowohl  die 
Existenz  des  in  Rede  stehenden  Grenzwerthes  nachzuweisen,  als  auch 
diesen  selbst  zu  bestimmen.  Zu  diesem  Zwecke  setzen  wir,  da  es 
sich  hierbei  um  complexe  Werthe  von  x  handelt,  x  =  ^  -{-  rji,  so  dass 

l  +  -^=l  +  l  +  ^^  (2) 

wird.  Diesen  Ausdruck  steUen  wir  in  trigonometrischer  Form  dar, 
indem  wir 

l  +  |  =  P„cos*„,        l  =  Q„sm»„  (3) 

setzen.     Dann  ist 

^i=i  +  y  +  ^-  w 

sin  &^  =  ri:nQ^,       cos  ^^  ==  (l  +  1)  :  q^.  (5) 

Daraus  folgt  aber  für  lim  n  =  -\-  oo  zunächst 

lim()2  =  l, 
also  auch  (vergl.  Uebung  15)  S.  225) 


lim  Qn  =  1 

(6) 

somit 

lim  sin  d-^  =  0,       lim  cos  #„  ==  1 . 

(7) 

Die  zweite  dieser  Gleichungen  (7)  besagt,  dass  cos  d'^  bei  unbegrenztem 
Wachsen  der  Veränderlichen  n  schliesslich  positiv  bleibt.  Daher  ver- 
lässt  der  Winkel  ^^  von  einem  bestimmten  Werthe  der  Veränder- 
lichen n  an  das  Intervall  ( —  ^ ,  —  J  nicht  mehr.  Da  nun  der  Sinus 
eines  Winkels   bei  wachsendem  Argumente  im  Intervalle  ( — y,  y) 

selbst  beständig  zunimmt  und  dabei  sin  0  =  0  ist,  so  ergiebt  sich  aus 
der  ersten  der  Gleichungen  (7) 

lim  ^^  =  0.  (8) 

Denn    gäbe    es,    wie   gross    man    auch  u  wählen  mag,    immer    noch 


1)  Eine  andere  Form  dieser  Erklärung  findet  man  auf  S.  381. 


Nr.  5.]  XII.  Abschnitt.    Die  natürliche  Potenz.  363 

Werthe  von  -O-^,  welche   die  Relation  ^n^^  erfüllten,  worin  d  eine 

beliebig  kleine  positive  Zahl  kleiner  als  —  bedeutet,  so  würde  für  die- 

selben  Werthe  von  d'„  sin '^'„^  sind  sein,  und  da  sind>0  ist,  so 
könnte  die  erste  der  Gleichungen  (7)  nicht  bestehen.  Zu  demselben 
Ergebnisse  führt  die  Annahme,  dass,  wie  gross  auch  n  genommen 
werde,  immer  noch  solche  Werthe  von  O*^  vorhanden  seien,  wofür 
^n"^  —  ^  is^-  ^s  muss  also  von  einem  bestimmten  Werthe  von  n 
an  —  d  <  -O-^  <  d  sein,  und  die  Doppelrelation  (7)  besagt  dasselbe, 
was  durch  die  Gleichung  (8)  ausgedrückt  ist. 

Für   die  Function   (1)  gewinnt  man  aus  (2)   und  (3)   mit  Hilfe 
der  Moi  vre 'sehen  Formel  den  Ausdruck 

(l  +  ff  =  Ql  (cos  n»„  +  i  sin  ««■„) .  (9) 

Um  zu  erfahren,  wie  sich  dieser  Ausdruck  beim  Grenzübergange 
lim  n  ==  -\-  (X)  verhalte,  setzen  wir  zunächst  in  der  Gleichung  (4) 


dann  wird 


21 +  i^t^  =  .(«); 


und  da  hierin  v{n)  bei  lim  n  =  -\-  oo  offenbar  zu  dem  Grenzwerthe 
2|  convergirt,  so  ergiebt  sich  gemäss  des  5.  Satzes  in  VIII.  14 

n=-f-oD  n=-f-<»  *•  •' 

und  daraus  (vergl.  Uebung  15)  S.  225) 

lim  Ql  =  eK  (10) 

Zufolge  der  ersten  der  Gleichungen  (5)  hat  man  ferner 
nf^^  =  n  sin^.  •  -Ar-  =  "^       ^^ 


Hieraus  findet  man  aber,  da,  wie  auf  S.  344  gezeigt  wurde, 

sin  r 

ist,  im  Hinblicke  auf  die  Formeln  (6)  und  (8) 


Hm''^  =  l  (11) 


lim  n%'^  =  Yi.  (12) 

n=-(-  oo 

Weiter  hat  man 
sin  n»,  -  sin  ,  =  2  cos  ^%t^  sin  ?%=^ 

=  {nd-„  —  r})  COS      Y      •  (sin  -— — ^  •       2     > 
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also  zufolge  (11)  und  (12),  da  der  Betrag  des  Cosinus  die  Zahl  1 
nie  überschreitet, 

lim  (sin nd-^  —  sin  -»y)  =  0, 

n  =  -{-ca 
d.    i. 

lim  sinwO-^  =  sini;.  (13) 

n=-f-oo 

Ebenso  ist 

cos  nd"^  —  cos  7}  =  —  z  sm  — \^ — -  sm  — ^- — - 

=  —  ('^K  —  V)  sm— y— '  .  ^sm  — %— '  :      \     ')  , 
woraus  man  in  derselben  Weise  wie  (13)  die  Gleichung 

lim  cos  nd"^  =  cos  rj  (14) 

n  =  -|-oo 

erhält.  Die  Formeln  (9),  (10),  (13)  und  (14)  führen  uns  nun  zu  dem 
Ergebnisse 

lim  ll-\-  —\  =  S  (cos  7^  +  *  sin  ?^).  (15) 

Bezeichnen  wir  diesen  Grenzwerth  von  (l  -| J    der  Kürze  wegen 

vorläufig  mit  f{x)y  so  ist  also  neben  x  =  ^  -{-  rji 

f{x)  =  e^  (cos  rj  -\-  i  sin  rf) . 

Setzen  wir  noch  x"  =  ^' -{- r]' i ,  so  haben  wir  demnach 

f(x)  •  f(x')  =  e^  (cos  rj  -\-  i  sin  rj)'e^'  (cos  rj'  -\-i  sin.  rj') 

=  e^  +  ^'  { cos  (rj  +  rj')  -{-  i  sin  (rj  +  V) }  • 

Es  besteht  also  auch  für  complexe  Werthe  von  x  und  x'  die  Glei- 
chung 

fix)-fix')  =  f{x  +  x'),  (16) 

welche  für  reelle  x  und  x'  schon  in  VIII.  14  nachgewiesen  wurde. 
Infolge  dessen  bezeichnet  man  die  Function  f{x)  auch  für  complexe 
Werthe  von  x  mit  e^  und  nennt  sie  die  natürliche  Potenz  oder 
Exponentialfunction.     Demgemäss  ist  neben  x  =  ^  -\-  r^i 

(f  =  e^  (cos  9^  +  i  sin  rj)  (1 7) 

und  nach  Gleichung  (16),  wenn  y  eine  beliebige  Zahl  vorstellt, 

e'.ey  =  (f^^.  (18) 

Auch  findet  man  sofort 

e-^  ==  1  :  e'.  (19) 

Da  die  Winkelfunctionen  die  Periode  2;r  besitzen,  so  ist  nach 
(17)  auch  die  Exponentialfunction  e^  periodisch  und  zwar  ist,  wie 
man  unmittelbar  erkennt,  2;r^  ihre  Periode,  d.  h.  es  ist,  welche  ganze 
rationale  Zahl  h  auch  bedeuten  möge,  stets 
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pX-\-  2k7ti  __  gX 

Für  X  =  0  erhält  man  daraus  die  Formel 

e2*^»=l.  (20) 

Demnach  hat  die  Gleichung 

die  unendlich  vielen  Wurzeln  x  =  2h7tiy  worin  h  jede  ganze  ratio- 
nale Zahl  sein  darf. 

Daraus  folgt  unmittelbar,  dass  (f  keine  algebraische  Function 
sein  kann.  Denn  würde  sie,  für  ij  gesetzt,  einer  algebraischen  Glei- 
chung G  {Xj  y)  =  0  genügen,  so  könnte  zu  dem  Werthe  y  =  1  nur 
eine  endliche  Anzahl  von  Werthen  des  Argumentes  x  gehören. 

6.  Die  natürlichen  Logarithmen. 

Wir  wenden  uns  nun  zur  Betrachtung  der  Gleichung 

e'  =  a,  (1) 

worin  a  eine  beliebige  Zahl,  nur  nicht  Null  sein  darf.    Setzt  man  in 
derselben  x  =  ^  -\-  rji  und 

a  ^=  J.(cos a  -{-  i  sin a)         ( —  tc  <ia^7c)^ 

so  gehen  aus  ihr  nach  Formel  (17)  der  vorigen  Nummer  die  beiden 
Gleichungen 

e^  cos  rj  =  Ä  cos  a,       e^  sin  i^  =  ^  sin  a 

hervor.     Büeraus  folgt 

und  somit 

cos  Yi  =  cos  a,       sin  i^  =  sin  a. 

Diesen  beiden  Gleichungen  genügen  alle  Werthe 

ri  =  a-^2l7t  (/b  =  0,    ±  1,    +  2,  .  .  .) 

und  nur  diese.     Die  Wurzeln  der  Gleichung  (1)  sind  demnach 

x  =  lA-^{a-^  2k7t)i         (:h  =  0,    +1,    ±  2,  .  •  .). 

Jede    Wurzel    der    Gleichung    (1)    heisst    ein    natürlicher    Loga- 
rithmus von  a  und  wird  mit  La  bezeichnet,  so  dass 

La  ^  lÄ  +  (a  +  2k7t)i        (/b  =  0,    +  1,    +  2,  •  •  •)         (2) 

ist.     Insbesondere  hat  man 

LI  =  2h7ti        ik  =  0,   ±1,   ±  2,  . . .). 

Das  unendlich  vieldeutige  Zeichen  La  wollen  wir  den  allgemeinen 
natürlichen  Logarithmus  von  a  nennen. 

Unter  den  unbegrenzt  vielen  Werthen  von  La  befindet  sich  einer, 
nämlich  lÄ  -|-  «i,   dessen  imaginärer  Theil  einen  zwischen  —  7t  und 
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+  7t  (+  7t  eingescUossen)  gelegenen  Coefficienten  besitzt.  Er  heisst 
der  Hauptwerth  des  allgemeinen  natürlichen  Logarithmus  von  a 
und  wird  mit  la  bezeichnet.     Also  ist 

la  =  lA-\-  ai.  (3) 

Die  übrigen  natürlichen  Logarithmen  von  a  unterscheiden  sich  von 
ihm  durch  Vielfache  von  27ti'^  zufolge  (2)  und  (3)  ist  nämlich 

La  =  la  +  2h7ti        (^^  =  0,   +  1,   +  2,  •  •  •).  (4) 

Ist  a  reell  und  positiv,  so  ist  der  Hauptwerth  von  La  der  reelle 

natürliche  Logarithmus   von   a.     Die   sämmtlichen  Logarithmen   aller 

anderen  Zahlen  sind  nicht  reell.    Für  negative  Zahlen  — a  (a  >  0) 

hat  man 

l  ( —  a)  =  la  -\-  7tiy     L  ( —  d)  =  la  -\-  (2k  +  l)7ti. 

Die  Gleichung 

hat  keine  Wurzel;  denn  nach  Formel  (17)  S.  364  müsste 

e^  cos  7]  =  Oj       e^  sin  rj  =  0^ 

also  e^  =  0  sein,  welcher  Gleichung  keine  endliche  reelle  Zahl  |  ge- 
nügt, da  e^  seiner  Erklärung  zufolge  (YIIL  10)  bei  jedem  reellen 
Werthe  von  ^  positiv  ist. 

7.   Sätze  über  die  natürlichen  Logarithmen. 

In  Betreff  der  soeben  erklärten  Logarithmen  lassen  sich  auf 
Grund  der  Ergebnisse  unserer  bisherigen  Betrachtung  die  folgenden 
Sätze  nachweisen.  Dabei  sind  alle  Logarithmanden  als  von  Null  ver- 
schieden vorausgesetzt. 

1)  „Die  Summe  von  je  einem  Logarithmus  einer  je4en  der  Zahlen 

a^  =  ^^(cos a^  +  i  sin a^)         {—  7t<a^^7t\    r  =  1,  2,  •  •  •  p) 
ist  stets  ein  Logarithmus  des  Productes  dieser  Zahlen  und  umgekehrt 
lässt  sich  ein  jeder  Logarithmus  des  Productes  a^a^    "  %  als  Summe 
von  je   einem   Logarithmus   eines  jeden   Factors   darstellen.     Es  ist 
also 

L«!  +  ^«2  H h  La^  =  L{a^a,^"-  a^  (1) 

eine  vollkommene  Gleichung.  Die  Gleichung  besteht  jedoch 
nicht  immer  für  die  Hauptwerthe  der  Logarithmen." 

Man  hat  nämlich  nach  Gleichung  (2)  S.  365  unter  Berücksichti- 
gung des  Satzes  1)  in  VIII.  13  einerseits 

La^-\-  La^-] h  La^ 

=  KAA-^p)  +  {(«l+«2+-  +  «.)  +  2ft  +  ^'2  +  -  +  Ä^p)^}^,      (2) 

andererseits  ist 
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=  1{Ä,A,--Ä^)  +  {(a,  +  a,  +  ...  +  a^)  +  2h:t]i,  (3) 

worin  Jc^^  \,  •••  k  und  h  beliebige  ganze  rationale  Zahlen  sein 
können.  Die  beiden  Werthe  (2)  und  (3)  sind  dann  und  nur  dann 
einander  gleich,  wenn 

h  =  \Jrh  +  ---  +  \ 
ist.  Sind  A\,  Ic^,  •••  h  gegeben,  so  giebt  es  stets  einen  Wertb  von 
li,  welcher  dieser  Bedingung  genügt;  ist  aber  umgekehrt  h  gegeben, 
so  kann  man,  damit  diese  Bedingung  erfüllt  werde,  von  den  Zahlen 
\f  \j  • "  K  ^11^  ^^^  ^^^  ®^^®  beliebig  wählen.  —  Für  die  Haupt- 
werthe  der  Logarithmen  in  der  Formel  (2)  ist 

kl  =  K2  =  • '  '  =  Kp  =  V. 

Dies  ergiebt  aber,  da  nunmehr  h  =  0  sein  muss,  in  der  Formel  (3) 
dann  und  nur  dann  den  Hauptwerth,  wenn 

—  3t  <  «1  +  «2  H \-  %<^ 

ist.  Bedingungslos  ist  dies  nur  dann  der  Fall,  wenn  alle  Zahlen 
«1,  «2,  •••  a  reell  und  positiv  sind,  oder  wenn  alle  mit  Ausnahme 
einer  einzigen  diese  Eigenschaft  besitzen. 

Besteht  die  Summe  in  1)  nur  aus  den  beiden  Summanden 

a  =  ^(cos  «  -f-  *  sin  a),       h  =  J5(cos  ß  -{-  i  sin ß),  (4) 

worin  a  und  ß  zwischen  den  Grenzen  —  jt  und  -|-  tc  (-f-  tc  einge- 
schlossen) liegen,  so  ist 

—  27C<a  +  ß<27C 
und  daher  findet  man 

1+  2;ri,     falls     a  -\-  ß  ^  —  jc 
0,  „.       —7C<a  +  ß<^        (5) 

—  2üti,       „        a  -{-  ß  ^  Jt 
ist.     Der  zweite  Fall, 

l(ah)  =  la  -\-  Ihj 

tritt  sicher  dann  ein,  wenn  von  den  Zahlen  a,  h  wenigstens  die  eine 
reell  und  positiv  ist,  oder  wenn  die  Neigungen  von  a  und  h  ent- 
gegengesetzt bezeichnet  sind.     Für  h  =  —  1  ergiebt  sich  aus  (5) 

l  ( —  a)  ==la  -{-  Tci     oder     l ( —  a)  =  la  —  7ii, 
je  nachdem  a  ^  0,  oder  aber  «  >  0  ist. 

2)  „Die  Difi'erenz  La  —  Lh  ist  stets  ein  Logarithmus  von  a  :  h 
und  umgekehrt  lässt  sich  ein  jeder  Logarithmus  von  a  :b  als  eine 
solche  Differenz  darstellen.     Die  Gleichung 

L(a:h)  =  La  —  Lh  (6) 

ist  demnach  eine  vollkommene,  gilt  jedoch  nicht  immer  für  die 
Hauptwerthe  der  darin  vorkommenden  Logarithmen." 
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Man  hat  neben  der  Gleichung  (2)  auf  S.  365 

folglich 

La  —  Lh  =  1{Ä  :  B)  +  {(a  —  ß)  +  2(]c  —  k')7c]i.  (7) 

Andererseits  ist 

L{a:}))  =  1{A:  B)  -{•  [{a  —  ß)  +  2h%]i,  (8) 

Dabei  können  h,  Jc^  ¥  beliebige  ganze  rationale  Zahlen  sein.  Die 
beiden  Ausdrücke  (7)  und  (8)  sind  dann  und  nur  dann  einander 
gleich,  wenn  h  =  k  —  ¥  ist,  woraus  man  unmittelbar  erkennt,  dass 
die  Gleichung  (6)  vollkommen  ist.  —  Stehen  auf  der  linken  Seite 
von  (7)  die  Hauptwerthe  la,  Ib,  so  ist  h  =  0,  ¥=0  und  daher 
muss  in  diesem  Falle,  damit  die  Gleichung  (6)  Geltung  habe,  auch 
h  =  0  sein,  h  =0  entspricht  aber  nur  dann  dem  Hauptwerthe 
l  (a  :  &),  wenn 

—  ::r<a  —  /3<^ 
ist.     Da  nun 

—  27t<a  —  ß<2^ 
ist,  so  findet  man 

(  +  27ti,     falls     a  —  ß  ^  —  n 

l(a:h)  =  la  —  lh-\-^.       0,  „        —jt<a  —  ß£:t      (9) 

l —  2:ri,       „         a  —  ß>  ^ 
ist.     Es  ist  daher  sicher 

l  {a  :  h)  =  la  —  Ih^ 

wenn  h  reell  und  positiv  ist,  und  ebenso  wenn  die  Neigungen  von  a 
und  h  gleich  bezeichnet  sind.  Falls  a  reell  und  positiv  ist,  hat  man 
zufolge  (9) 

l{a:h)  =  la  —  Ih  -\-  2jci    oder     l  (a  :  h)  =  la  —  Ih, 

je  nachdem  h  reell  und  negativ  ist  oder  nicht. 
Zusatz:    Jeder  Logarithmus  des  Ausdruckes 

unterscheidet  sich  von  der  Differenz 

m  n 

1  1 

nur  um  ein  Vielfaches  von  2;r«,  d.  h.  es  ist 

m  n 

L(a,a^'-'a^:\h^"-h„)==^ria^—^rih^-^2hjii, 

1  1 

worin  h  jede  ganze  rationale  Zahl  vorstellen  kann. 
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3)  „Bedeutet  m  eine  natürliche  Zahl  grösser  als  1,  so  ist  jeder 
Werth  von  — La  auch  ein  solcher  von  LY^a  und  umgekehrt.  Die 
Gleichung 

Ly^a  =  ^-La  (10) 

ist  also  vollkommen.     Insbesondere  ist  stets 

1%^1-W<  (11) 

Zum  Beweise  des  Satzes  bezeichnen  wir  mit  Je,  ¥  und  h  be- 
liebige ganze  rationale  Zahlen,  von  denen  jedoch  die  erste  das  Inter- 
vall (0,  m  —  1)  nicht  verlassen  soll.  Dann  ist  nach  Formel  (2)  auf 
S.  355  und  (2)  auf  S.  365 

Ly^a  =  iyÄ+{^-±^  +  2l'.)i,  (a) 

ferner  zufolge  der  letztgenannten  Formel 

—  La  =  lyA-\ — ^ 1.  (b) 

Die  Gleichheit  dieser  beiden  Ausdrücke  verlangt,  dass  h  =  ]c  -\-  m¥ 
sei.  Daraus  erkennt  man  sofort,  dass  jeder  Werth  von  Ly^a  auch 
ein  solcher  von  —La  ist.  Dass  aber  auch  das  Umgekehrte  gilt,  folgt 
daraus,  weil  sich  jede  ganze  rationale  Zahl  h  in  der  Form 

h  =  ]c  +  m¥        {0£]c<m)  (12) 

darstellen  lässt.  —  Für  die  Hauptwerthe,  und  zwar  sowohl  jenen  der 
Wurzel  als  auch  jene  der  Logarithmen,  ist  Je  =  ¥  ==  h  =  0.  Durch 
diese  Werthe  wird  die  Beziehung  (12)  erfüllt,  und  somit  besteht  auch 
die  Gleichung  (11). 

4)  „Ist  m  eine  natürliche  Zahl  grösser  als  1,  so  ist  jeder  Werth 
von  mLa  auch  ein  Werth  von  L(a"^)  aber  nicht  umgekehrt;  die 
Gleichung 

mLa  =  L{a'')  (13) 

ist  unvollkommen;  sie  gilt  auch  nicht  immer  für  die  Hauptwerthe 
der  Logarithmen.^^ 

Man  hat  nämlich  neben  der  ersten  der  Gleichungen  (4),  unter  h 
und  li  ganze  rationale  Zahlen  verstehend, 

mLa  =  1{A'^)  +  (ma  +  2mkjt)i 
und 

L (a*^')  =  l  (^'«)  -\-  (ma-\-  2h%)i. 

Diese  beiden  Ausdrücke  sind  einander  gleich,  wenn  h  =  mJc  ist,  was 
immer   zu   erreichen   ist,   faUs  Z:,   nicht  aber  immer,   falls  h  gegeben 
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ist.  —  Für  die  Hauptwerthe  besteht  die  Gleichung  (13)  offenbar  dann 
und   nur   dann,   wenn   neben   —  Jt  <  a  <  Jt  auch  —  jt  <  ma  <  7t  ist. 


8.   Die  allgemeine  Potenz. 

Setzt  man,   unter  X^a   irgend   einen   fest   gewählten   natürlichen 
Logarithmus  von  a  verstehend, 

so  ist  nach  Gleichung  (18)  S.  364 

n^)-ny)  =  f{^  +  y)  (1) 

und  zufolge  Nr.  6 

/•(!)  =  «.  (2) 

Lassen  wir  nun  zunächst  L^^a  mit  dem  Hauptwerthe  la  zusammen- 
fallen, wodurch 

f(x)  ==  e^'«  (3) 

wird.     Für  a  =  e  hat  man  dann  wegen  le  =  1 

f{x)  =  e"^'  ==  e. 
Ist  X  =  ^  reell  und 

a  =  Ä  (cos  a  -\-  i  sin  a)         ( —  ;r  <  a  ^  ;r), 

also  la  =  IA  -{-  aij  so  ergiebt  sich  aus  (3)  nach  Formel  (17)  S.  364 

f  (I)  =  e^'^  (cos  la  -\-  i^mlu)  =  A^  (cos  |«  +  i  sin  |«).         (4) 

Falls  dabei  a  reell  und  positiv,  also  «  =  0  und  a  =  A  ist,  geht 
diese  Gleichung  in 

m)  =  A^ 

über.  —  Ist  in  der  Gleichung  (4)  J  =  m  eine  natürliche  Zahl,  so 
hat  man  zufolge  (3)  S.  352 

f{m)  =  A"^  (cos  nia  -\-  i  sinm«)  =  a'". 

In  allen  Fällen  also,  wo  die  Potenz  a^  bisher  definirt  wurde,  fällt 
e^'"  mit  a^  zusammen.  Will  man  daher  den  Potenzbegriff  auf  be- 
liebige Zahlen  a  und  x  {a  =  0  ausgeschlossen)  ausdehnen,  so  hat 
man  nach  dem  Vorstehenden  e^'"  naturgemäss  auch  in  den  FäUen, 
wo  a^  bisher  noch  nicht  definirt  erscheint,  als  eine  Potenz  der  Basis 
a  mit  dem  Exponenten  x  aufzufassen  und  dieselbe  mit  a'  zu  be- 
zeichnen, so  dass  nunmehr  die  Gleichung 

a"  =  e^'«  (5) 

ganz  allgemein  mit  alleiniger  Ausnahme  des  FaUes  a  =  0  besteht. 

Die  Uebereinstimmung  des  soeben  durch  die  Gleichung  (5)  er- 
weiterten Potenzbegriffes  mit  den  früher  definirten  Potenzen  be- 
schränkt sich  indessen  nicht  auf  das  Bestehen  der  beiden  Gleichungen 
(1)  und  (2),  d.  i. 
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a'.ay  =  a^^y    und     a^  =  a,  (6) 

sondern  man  hat,  wie  bei  den  reellen  Potenzen  positiver  Zahlen,  so 
auch  allgemein  zufolge  Formel  (19)  S.  364 

a-'  =  e-'"^  =  -^ra  =  ^.  (7) 

und  nach  Formel  (11)  S.  369,  falls  m  eine  natürliche  Zahl  bedeutet, 

—  ^^^         1^/—         "^r-  /o\ 

^m    ^  gm       ^^Va    ^y^^  (g) 

Gerade  diese  letzte  Gleichung  weist  aber  darauf  hin,  dass  durch 
die  vorstehende  Erweiterung  der  Potenzbegriff  noch  nicht  erschöpft 
sei.  Denn  es  erscheint  offenbar  als  ein  Mangel,  dass,  während  hier 
der  Hauptwerth   der  m*®'^  Wurzel   aus  a  in  der  Gestalt  einer  Potenz 

von  a  mit  dem  Exponenten  —    auftritt,    alle    ül;y:igen   Werthe  jener 

Wurzel  von  einer  solchen  Darstellung  ausgeschlossen  sind.  In  der 
That  lässt  sich  dieser  Mangel  dadurch  beheben,  dass  man  jede  der 
Functionen  e^^i«  als  eine  Potenz  von  a  mit  dem  Exponenten  x  erklärt. 
Hiernach  bilden  die  zu  einem  bestimmten  Werthe  von  x  gehörigen 
Werthe  der  Functionen  e^^^  die  allgemeine  Potenz  von  a  mit  dem 
Exponenten  x.  Wir  bezeichnen  dieselbe  nach  Cauchy^)  mit  ((a))^, 
so  dass  nunmehr 

laY  =  e^^^  =  e'^  '  e^^^^'      (Ä;  =  0,  +  1,  +  2,  •  •  .)  (9) 

ist.     Insbesondere  hat  man  nun  wegen  le  =  1 

Die  durch  die  Gleichung  (5)  definirte  Function  a^  heisst  der  Haupt- 
werth der  Potenz  ^(if. 

Die  allgemeine  Potenz  ((a))^  ist  zufolge  der  Gleichung  (9)  und 
der  Formel  (20)  S.  365  eindeutig,  wenn  x  eine  ganze  rationale  Zahl, 
w-deutig,  faUs  x  eine  rationale  Zahl  ist,  welche  in  reducirter  Form 
den  Nenner  m  hat.  In  allen  anderen  Fällen  ist  ((a))^  unendlich  viel- 
deutig. Zufolge  (9)  und  (5)  unterscheidet  sich  jeder  Werth  von  ((a))^ 
von  dem  Hauptwerthe  a"^  nur  durch  einen  Factor  e^^^^%  worin  k 
jede  ganze  rationale  Zahl  sein  kann. 

Ist  X  =  —  j  wobei  n  und  m  zwei  theilerfremde  natürliche  Zahlen 
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m 
bedeuten  sollen,  und  setzt  man 


a  =  A  (cos  a  -\-  i  sin  a)         ( —  Jr  <  a  <  7t\ 

so  hat  man  zufolge  (9)   mit  Rücksicht  auf  die  Formeln  (2)  S.  365 
und  (17)  S.  364 
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»  "   ,  «  ,  .         n  ,       ^, 

,,    ,,—  —La  —lA       ~~(a+2kn)i 

=  ^"  {«°«^(«  +  2fc«)  +  i  sin  |-  («  +  2ijt)} 
und  somit  nach  Formel  (3)  S.  352  und  (2)  S.  355 

laf  =  (^*aT.  (10) 

Diese  Gleichung  ist  vollkommen,  da  die  beiden  Ausdrücke  links 
und  rechts  vom  Gleichheitszeichen  gleich  viele,  nämlich  m  verschiedene 
Werthe  besitzen.  Insbesondere  ist  noch,  wie  man  aus  dem  Vor- 
stehenden unmittelbar  ersieht, 

a^=(y^".  (11) 

Für  n  =  1  gewinnt  man  aus  (10)  die  vollkommene  Gleichung 

((4-=y^.  (12) 

Es  entspricht  also  jedem  Werthe  von  ((a))^"  ein  ihm  gleicher  Werth 
von  y*a  und  umgekehrt.  Somit  haben  wir  durch  Einführung  der 
allgemeinen  Potenz  ((«))*  in  der  Entwickelung  des  Potenzbegriffes 
hinsichtlich  einer  jeden  von  Null  verschiedenen  Basis  den  natur- 
gemässen  Abschluss  erreicht. 

Die  Basis  0  erscheint  bei  der  vorstehenden  Darstellung  der  Potenzen 
ausgeschlossen,  da  es  von  der  Zahl  0  keinen  Logarithmus  giebt.  Dieser 
letztere  Umstand  bildet  indessen  keinen  hinreichenden  Grund  dafür,  die 
Null  als  Basis  einer  Potenz  überhaupt  für  unzulässig  zu  erklären.  In 
der  That  haben  wir  schon  in  VIII.  10  die  Potenz  0^  =  0  mit  reellem 
und  positivem  Exponenten  |  eingeführt,  und  es  liegt  kein  Hinderniss  vor, 
für  alle  Exponenten  x  =  '^  -\-  rji^  in  denen  ^  >  0  ist,  0^  =^  0  zu  setzen; 
denn  es  wird  dadurch  dem  Grundgesetze  aller  Potenzen,  der  Formel  (l), 
entsprochen.  Dies  ist  aber  auch  die  einzige  zulässige  Definition  der 
Potenz  O^  +  ^i'  (^  >  0).  Denn  soll  O^  +  ^i'  für  alle  Werthe  1  +  i?i  (^  >  0) 
definirt  sein  und  dabei  die  Gleichung  0^  +  '/' •  0^' +  '^''==  0^^  +  ^')  +  ^'? +  "?')'  be- 
stehen, so  hat  man  für  0  <  f  <  ^  wegen  0'  ==  0 

0^+'/' =  0'  •  o(^- *)+'?'■  =  0. 

Nehmen  wir  an,  es  sei  auch  O*?*  wenigstens  für  einen  bestimmten  Werth 
von  Tj  definirt,  dann  muss  zufolge  (l)  für  ^  >  0 

0  =  0^  +  '?'  =  0^  •  0'/'  =  0  •  0'^' 

sein.  Diese  Bedingung  ist  aber  erfüllt,  welchen  Werth  auch  immer  man 
der  Potenz  0^'*  zuschreiben  mag.  Es  bleibt  demnach  O"?*  völlig  un- 
bestimmt. 

Dagegen  erklären  wir  die  Potenz  Q-^  +  'J'  (^  >  0)  aus  dem  Grunde 
für  unzulässig,  weil  der  Gleichung 
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(fi-n'^.y  =1,       d.  i.       0  •?/  =  1 

keine  Zahl  y  entspricht,  während  für  jede  von  0  verschiedene  Basis  a 

a^-ni .  a-^-^'i'  ==  1 
ist. 

9.   Sätze  über  die  allgemeinen  Potenzen. 

Ausser   den  bereits   in   der  vorigen  Nummer   angeführten  Sätzen 
bestellen    hinsichtlich   der  allgemeinen  Potenzen  noch   die  folgenden: 

1)  „Die  Gleichung 

w-^=i:((«r  (1) 

ist  vollkommen  und  gilt  auch  stets  für  die  Hauptwerthe/^ 

Denn  man  hat  zufolge  der  Formeln  (9)  S.  371  und  (19)  S.  364 

worin  je  zwei  Glieder  unter  sich  eine  vollständige  Gleichung  bilden. 
Dass  die  Gleichung  (1)  für  die  Hauptwerthe  der  beiden  Potenzen  be- 
stehe, wurde  schon  in  der  vorigen  Nummer,  Formel  (7)  S.  371  ge- 
zeigt. 

2)  „Die  beiden  Gleichungen 

laf  .  ih)Y  =  iah)Y,      ia)Y  :  W  =  ((|-))^  (2) 

sind  vollkommen,  gelten  aber  nicht  immer  für  die  Hauptwerthe 
der  Potenzen/^  —  Mit  Hilfe  der  Formeln  (9)  S.  371,  (18)  S.  364  und 
des  Satzes  1)  in  Nr.  7  findet  man  nämlich 

und  zwar  stehen  hier  lauter  vollkommene  Gleichungen;  demnach  ist 
auch  die  erste  der  Gleichungen  (2)  vollkommen.  Ebenso  beweist 
man  die  zweite  mit  Hilfe  des  Satzes  2)  in  Nr.  7.  Die  beiden  Sätze 
1)  und  2)  in  Nr.  7  besagen  aber  auch,  dass  die  Gleichungen  (2)  nicht 
immer  für  die  Hauptwerthe  der  Potenzen  gelten  können;  so  ist  z.  B. 

(1  :  a)^  =  1  :  a" 

ausgenommen  den  Fall,  wo  a  reell  und  negativ  ist. 

3)  „Es  bestehen  die  beiden  Gleichungen 

iaf^y^iaf-ia}y,  (3) 

iaf-v  =  ia)Y:iaf.  (4) 

Dieselben  sind  im  allgemeinen  unvollkommen,  gelten  jedoch  stets 
für  die  Hauptwerthe  der  Potenzen.'^  Hinsichtlich  der  Glei- 
chung (3)  hat  man  nach  Formel  (9)  S.  371 

es  ist   somit  jeder  Werth   von  ((a))^''"-'  auch  ein  Werth  des  Productes 

25* 
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((a))*  •  ((a))^.  Denkt  man  sich  nun  unter  ([a^  und  ((a^  irgend  zwei 
solche  Werthe  der  entsprechenden  allgemeinen  Potenzen,  welche  durch 
denselben  Logarithmus  von  a  definirt  sind,  so  ist  ihr  Product  stets 
demjenigen  Werthe  von  ([a]f'^^  gleich,  welcher  durch  eben  denselben 
Logarithmus  von  a  definirt  ist.  Sind  dagegen  ([ay  und  ((a))^  zwei 
Werthe,  die  nicht  demselben  Logarithmus  von  a  angehören,  so  braucht 
ihrem  Producte  kein  ihm  gleicher  Werth  von  ((a))^^^  zu  entsprechen. 
Denn  es  ist 


^{la  +  2m7ti)-\-y{la  +  2n7ti)  __  qX  +  P  .  ß2{mx  +  ny)7ti 


der  hier  hinter  dem  letzten  Gleichheitszeichen  stehende  Ausdruck 
ist  aber,  da  die  Function  e^  die  Periode  27ti  besitzt,  dann  und  nur 
dann  ein  Werth  von  ((a))^"*"^,  wenn  es  zwei  ganze  rationale  Zahlen  Je 
und  q  giebt,  welche  die  Gleichung 

mx  -\-  ny  =  Je  (x  -\-  y)  -\-  q  (5) 

befriedigen.  Solche  Zahlen  h^  q  existiren  aber  beispielsweise  nicht 
für  beliebige  Werthe  m,  w,  wenn  x  -{-  y  eine  ganze  rationale  Zahl 
ist,  während  x  und  y  diese  Eigenschaft  nicht  besitzen.  Die  Gleichung 
(3)  ist  demnach  im  Allgemeinen  unvollkommen.  Vollkommen  ist  sie 
jedoch  stets  dann,  wenn  von  den  Exponenten  x,  y  mindestens  der 
eine  reell  und  ganzzahlig  ist,  was  sich  aus  der  Bedingungsgleichung 
(5)  unmittelbar  erkennen  lässt.  —  Dass  die  Gleichung  (3)  für  die 
Hauptwerthe  der  Potenzen  Geltung  habe,  wurde  schon  in  der  vorigen 
Nummer,  Formel  (6)  gezeigt. 

Die  Gleichung  (4)  folgt  aus  (3),  indem  man  in  (3)  y  durch  — y 
ersetzt  und  hierauf  den  Satz  1)  anwendet. 

4)  „Jeder  Werth  von  xLa  ist  stets  ein  Logarithmus 
eines  Werthes  von  i[aY,  umgekehrt  kann  jedoch  dann  und  nur 
dann  jeder  Logarithmus  eines  jeden  Werthes  von  ((a))^  auf  die  Form 
xLa  gebracht  werden,  wenn  der  Exponent  x  ein  reeller  (positiver 
oder  negativer)  Stammbruch  ist.     Die  Gleichung 

xLa  =  Lia)Y  (6) 

ist  also  im  Allgemeinen  unvollkommeD;  vollkommen  dann  und 
nur  dann,  wenn  x  ==  1  :  q^  unter  q  eine  von  Null  verschiedene  ganze 
rationale  Zahl  verstanden,  ist;  sie  gilt  auch  nicht  immer  für  die 
Hauptwerthe  der  Potenz  und  der  Logarithmen." 

Beweis:  Nach  Formel  (9)  S.  371  ist 
[[a)Y  =  e^^^. 
Setzt  man  hierin  x  =  h,  -\-  rjij 

a  =  Ä  (cos  a  -\-  i  sin  a)     ( —  :r  <  a  <  ä),       La  =  lA-\-  a  /, 
worin  a    anstatt  a  +  21i%  steht,  so  hat  man 
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xLa  =  ^lÄ  —  Tja  -\- {^a  -{- rilÄ)i.  (7) 

Demnacli  ist 

([a)Y  =  e^iA-  na'  { cos  {W  +  rilA)  -{-'i  sin  {la  -\-rilA)], 
also  zufolge  Formel  (2)  S.  365 

L{af  =  {llA  -  na)  +  {{ia+rilA)  +  2m7t]i 
und  im  Hinblicke  auf  (7) 

L{af  =  xLa^2m%i  (m  =  0,  +1,  +  2,  •  •  •)•  (8) 
Ist  nun  xLa  gegeben,  so  braucht  man  nur  L([aY  dem  Werthe  m  =  0 
entsprechend  zu  wählen,  um  die  Gleichung  (6)  zu  befriedigen.  Ist 
dagegen  L^a^  gegeben,  so  giebt  es  zufolge  (8)  dann  und  nur  dann 
einen  ihm  gleichen  Werth  von  xLaj  wenn  die  Gleichung 

nx  =  m  (9) 

durch  eine  ganze  rationale  Zahl  n  erfüllbar  ist.  Somit  ist  die  Glei- 
chung (6)  stets  unvollkommen,  wenn  x  reell  und  irrational  oder 
nicht-reell  ist;  denn  in  diesen  beiden  Fällen  besitzt  die  Gleichung  (9) 
nur  für  den  einzigen  Werth  m  =  0  eine  Auflösung  nach  n,  nämlich 
n  =  0.  Ist  aber  x  rational,  also  x  =  p  :  q^  worin  p,  q  zwei  ganze 
rationale,  th eilerfremde  Zahlen  bedeuten,  von  denen  wir  ^  >  0  vor- 
aussetzen, so  ist  nach  (9) 

np  =  mq.  (10) 

Dieser  Gleichung  genügt,  wenn  man  m  =  1  wählt,  nur  dann  eine 
ganze  Zahl  n,  wenn  p  =  1  ist.  Falls  jedoch  x  =  1  :  q  ist,  hat  man 
nach  (10)  n  =  mq,  so  dass  n  für  jeden  Werth  von  m  ganzzahlig 
ausfällt.  In  diesem  Falle  ist  also  die  Gleichung  (6)  vollkommen 
(vgl.  Satz  3)  in  Nr.  7).  —  Bezüglich  der  Hauptwerthe  hat  man 
nach  (7) 

xla  =  ilA  —  r^a -\- (^a -\- 'rjlA)i  (11) 

und  somit 

a^=:e^^«==e^«^-'?«{cos(|a-f-i??^)  +  isin(|a  +  rilA)]-,    (12) 
es  ist  daher  dann  und  nur  dann 

xla  =  l(a^), 
wenn   — jt  <.^a  ~\-  tjIA^tc   ist.     Stets   ist  dies   der  Fall,    wenn  x 
reell  und  seinem  Betrage  nach  kleiner  als  1  ist,  ebenso  wenn  bei  be- 
liebigem reellen  x  die  Zahl  a  reell  und  positiv  ist.  —  Allgemein  ist 
nach  (12) 

l{a-)  =  ^lA~ria  +  [  {^a  -f  r^lA)  +  2d7t}i,  (13) 

worin  die  ganze  rationale  Zahl  d  so  gewählt  ist,  dass 

—  ;r  <  (g«  +  rilA)  -f  2d7t  £  tc 
ist.     Man  hat  daher  zufolge  (11)  und  (13)  allgemein 

l{a')  =  xla  +  2d7ti.  (14) 
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5)  „Die  Gleichung 

iayy  =  {{iar)y  (15) 

ist  im  Allgemeinen  unvollkommen.  Vollkommen  ist  dieselbe 
stets  dann,  wenn  die  beiden  Exponenten  Xy  y  rational  und  ganzzablig 
sind;  desgleichen  bei  beliebigem  Xy  wenn  y  =  0  ist;  ebenso  bei  be- 
liebigem 1/,  wenn  x  ein  reeller  (positiver  oder  negativer)  Stammbruch 
ist.  Auch  gilt  die  vorstehende  Gleichung  nicht  immer  für  die  Haupt- 
werthe  der  Potenzen." 

Man  hat  nämlich  zufolge  (9)  S.  371  im  Hinblicke  auf  den  Satz  4) 

Es  ist  somit  jeder  Werth  von  ((«))* ^  auch  ein  solcher  von  ([iaY]f  und 
ebenso  von  {{ayy.     Umgekehrt  hat  man  zunächst 

llaTf  =  es/^((«)f 
und  daher  zufolge  (8) 

also  mit  Rücksicht  auf  die  Formel  (4)  S.  366 


Dagegen  ist 

[[a]fy  (fVLa  ^yla  +  2kxy7ti^  (11) 

In  den  beiden  vollkommenen  Gleichungen  (16)  und  (17)  können  die 
Buchstaben  h^  m  und  h  unabhängig  von  einander  jede  ganze  rationale 
Zahl  vorstellen.  Soll  demnach  jeder  Werth  von  ([{aYf  auch  ein 
Werth  von  ((a^^  sein,  so  muss  es  zufolge  (16)  und  (17),  da  die  Ex- 
ponentialfunction  die  Periode  2^i  besitzt,  zu  jedem  Werthepaare  Je,  m 
zwei  ganze  rationale  Zahlen  hj  p  geben,  welche  die  Gleichung 

[01  —  1)  x  —  m}y  =  p  (18) 

erfüllen.  Dieses  trifft  stets  zu,  wenn  y  =  0  ist,  ebenso  wenn  x  und 
y  rational  und  ganzzahlig  sind,  oder  wenn  x  ein  reeller  Stammbruch 
ist.  In  den  ersten  beiden  Fällen  kann  man  li  beliebig  annehmen, 
um  die  Gleichung  (18)  zu  erfüllen.  Im  dritten  FaUe,  wo  x  =  1  :  q 
ist,  genügen  ihr  die  Werthe  h  =  mq  -\-  k  und  p  =  0.  Dagegen  lässt 
sich  die  genannte  Gleichung  nicht  für  alle  Werthepaare  Ä',  m  be- 
friedigen, wenn  z.  B.  x  =  0  und  y  keine  ganze  rationale  Zahl  ist; 
desgleichen  wenn  x  rational  aber  kein  Stammbruch  ist,  während  y 
irrational  oder  complex  ist;  ebenso  wenn  das  Product  xy  rational, 
dagegen  y  irrational  ist.  Die  Gleichung  (15)  ist  somit  im  Allgemeinen 
unvollkommen.  —  Was  endlich  noch  die  Hauptwerthe  betrifft,  so  er- 
giebt  sich  aus  der  Formel  (14)  unmittelbar 

ßyl{a^)  -—  ^yla  +  2dy7ti         ^     ^        (w^y  =  a^V  •  e^^^"^ . 
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Die  Gleichung 

besteht  somit  sicher,  wenn  d  =  0^  d.  h.  nach  (14),  wenn  l{cf)  =  xla 
ist.  Sie  gilt  aber  zufolge  der  Formel  (20)  S.  365  ausserdem  noch 
in  allen  Fällen,  wo  dy  eine  ganze  rationale  Zahl,  also  y  selbst  eine 
solche  Zahl  oder  aber  ein  Bruch  ist,  dessen  reducirter  Nenner  d  oder 
ein  Theiler  von  d  ist.     In  allen  übrigen  Fällen  ist  dieselbe  ungiltig. 


Uebungen  zum  XII.  Abschnitt. 

Zunächst  werden  die  Uebungen  l) — 3),  6),  13) — 15)  zum  VIII.  Ab- 
schnitte unter  der  Voraussetzung  wiederholt,  dass  die  Zahlen  a,  &,  x,  x\  m 
auch  complexe  Werthe  annehmen  dürfen.  —  Hierzu  fügen  wir  die  folgen- 
den Aufgaben. 

1)  Dehnt  man  den  in  X.  10  für  complexe  Basen  und  natürliche  Ex- 
ponenten erklärten  Potenzbegriff  in  der  Weise  auf  ganze  rationale  Ex- 
ponenten aus,  dass  man 

aO=l,     «-'«==  l:a"* 

setzt,  so  ist  auch  für  negative  Werthe  von  m  neben 

a  =  A  (cos  (v  +  i  sin  a) ,     ä"^  =  A"^  (cos  ma  -f-  i  sin  m«), 
und  es  bleiben  die  Formeln 
a»' .  a"  =  a'"+^,     a'"  :  a"  =  dP'-'^,     {alY  =  a"*&'",     (a  :  &)"*  =  a"' :  b"\ 

füi-  beliebige  rationale  und  ganzzahlige  Exponenten  m,  n  erhalten. 
Setzt  man 

a  =  Ä  (cos  a  -{-  i  sin  a)  ( —  7t  <i  a  ^ti),  (l) 

J)  =  B  (cos  ß  +  is'mß)          (—7t<ß^7c),  (2) 

so  bestehen  die  folgenden  Gleichungen: 

2)  yaJ)     =  ya  -yh  '  (cos  -^  +  /  sm j 

(—  7t  <  Of  +  /3  -f  2k7t  ^  7t). 

3)  %Tb=(Vä-:Vi)-{oos'^  +  i.ia'^) 

(—7C<a  —  ß  +  2k7t  ^  7t). 

4)  Va«       =  (ya)    (^cos  ^^  +  e  sm  -^j 

( —  7t  <ina  -{-  2k7t  ^7t). 

K\  "*?A^  "-i/~^{        2{h—pk)7C    ,     .     .     2(h  —  pk)7t] 

5)  1/a"^     =  yä^  {  cos  ^ ^^— h  ^  sm  -^ ^— ^  [ 

^  '  ^       [  mp  '  mp        J 

( — 7t<^ncc-{-  2k7t^7tj      — 7t<inpc(-\-  2h7t^7c). 


=  1." 
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In  den  vorstehenden  Gleichungen  2) — 5)  bedeuten  h  und  k  ganze  ratio- 
nale Zahlen,  welche  durch  die  beigefügten  Ungleichungen  vollkommen  be- 
stimmt  sind.     Behufs  Beweises  der  Formel  5)  wende  man  die  Formel  4) 

lup/ m, —  ^ 

sowohl  auf  ya^P  als  auch  auf  ya"  an  und  beachte  hierauf  den  Satz  2) 
in  Xn.  4. 

6)  „Hat  die  complexe  Function  iv  (n)  bei  lim  n  =  -\-  oo  den  Grenz- 
werth  0,  so  ist 

(Vgl.  VIII.  14,  2.  Satz.)  Man  setze  ivi^ti)  =  (p  (n)  -\-  iip  (n\  unter  (p{n) 
und  ip  (n)  reelle  Functionen  von  n  verstanden,  so  dass 

lim  q)  (n)  =  lim  ip  (n)  =  0 
ist.     Hierauf  setze  man 

1  +  ^  =  ?«  cos-^^,      ^(n)  =  Q^  sin^„ 

und  verfahre  ähnlich  wie  beim  Beweise  der  Formel  (15)  in  XII.  5. 

7)  „Hat  die  complexe  Function  v  (n)  bei  lim  n  =  -\-  oo  den  Grenz- 
werth  a,  so  ist 

lin.jl  +  'f)}^.-  (3) 

(Vergl.  Vm.  14,  5.  Satz.)     Anleitung:  Man  hat 

worin 

'\\){n)  =  v{n)  —  a  —  av  (n)  :  w, 

also  ,.         .  s 

lim  ip{n)  =  0 

n=-\-(X) 

ist. 

7*)  Eine    Anwendung    der    Formel  (3)    bildet    die    nachstehende    von 
Euler  benutzte  (s.  S.  361  Note).     Nach  der  Moi  vre 'sehen  Formel  ist 

cos  na  -{-  i  sin  na  =  (cos  a  -["  *  sin  a)". 

Setzt  man  na  =  r]  (unter  7\  eine  von  n  unabhängige  reelle  Zahl  ver- 
standen), so  ergiebt  sich  daraus  die  Gleichung 

cos ??  -j-  z  sm  t^  =  (cos [-  ^  sm  —  I  . 

Nun  ist  zu  zeigen,  dass 


lim  j  cos  —  -|- 


i  sin  ^  }    =6»?' 


n 

-«  =  -J-  oo    - 

ist. 

8)  l{(f'-)  =  mla-\-2'kni        {— n<ma-^2'kn^n); 

hierin  bedeutet  m  eine  natürliche,  h  eine  ganze  rationale  Zahl. 

9)  „Sind  a  und  ä  einerseits,  x  und  x  andererseits  complex-conjugirte 
Zahlen,  so  sind  auch  die  Hauptwerthe  a*  und  a^  einander  conjugirt." 
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Bezüglich  der  Hauptwerthe  der  Potenzen  bestehen  noch  die  folgenden 
zwei  Sätze: 

10)  {ahy  =  a^6^ö"^''; 

darin  ist  ^  =  27t  oder  0  oder  —  27r,  je  nachdem  neben  den  Gleichungen 
(l)  und  (2)  die  Beziehung  a  -\-  ß  -^  —  7t  oder  —  7t  <^  a  -\-  ß  -^  7t  oder 
a  -j-  j3  >  TT  stattfindet. 

Man  vergleiche  Formel  (5)  in  XII.  7. 

11)  (a:&)^  =  (a^:&^)c^^'; 

hierin  hat  ^  den  Werth  27t  oder  0  oder  —  27r,  je  nachdem  neben  den 
Gleichungen  (l)  und  (2)  die  Beziehung  a  —  ß  ^  —  7t  oder  — 7t<a  —  ß'^n 
oder  a  —  |3  >  tc  besteht. 

Man  vergleiche  Formel  (9)  in  XII.  7. 

12)  Wie   löst    sich    das    bekannte    Paradoxon   von    Catalan    (Nouv. 
Ann.  2.  VTQ.  p.  456),  nach  welchem  aus 

worin  m  und  n  zwei  von  einander  verschiedene,  ganze  rationale  Zahlen 
bedeuten,  durch  beiderseitige  Potenzirung  mit  dem  Exponenten  ^i 

p—niTt  _^  p—nn 

hervorgehen  soll? 

13)  Die  Gleichung 

ö  =  ((«r, 

worin  a  von  0  und  1,  h  von  0  verschieden  ist,  hat  die  Wurzeln 

X  =  Lh  :  La. 

14)  Die  Gleichung 

6 = fxr 

besitzt  die  Wurzeln 

15)  Die  Gleichung 

&  =  {(4», 

worin  m  eine  von  1  verschiedene  natürliche  Zahl  sein  soU,  hat  die  Wurzeln 

m  , — 

16)  Auch  bei  complexem  a  gilt  die  Fonnel 

lim  n  \ya  —  \)  =  la . 

Leicht  zu  beweisen  mittelst  der  Formeln  (3)  S.  356,  (3)  S.  366  und  (24) 
S.  220. 

Allgemein  ist,  unter  Z:  eine  feste  ganze  Zahl  verstanden, 

limwf|/a-e  "    — \)  =^la  -\-  21^%% . 

n  =  -|-oo 

17)  Die  Formel 


Kf^)=K^-»)-K*-6) 
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gilt  für  alle  Punkte  x,  welche  ausserhalb  des  Streifens  der  ic- Ebene 
liegen,  der  von  der  Strecke  ah  und  den  Halbstrahlen,  die  von  den  Punkten 
a,  h  parallel  zur  negativen  reellen  Axe  gezogen  sind,  begrenzt  ist.  Dabei 
soll  die  Strecke  ah  nicht  der  reellen  Axe  parallel  sein.  In  den  Punkten 
innerhalb  des  erwähnten  Streifens  gilt  die  Formel  nicht.  Was  ist  hin- 
sichtlich derselben  zu  bemerken,  falls  der  Punkt  x  der  Begrenzung  des 
Streifens  angehört  und  falls  die  Strecke  ah  reell  ist?  —  Anleitung: 
Sinngemässe  Anwendung  der  Formel  (3)  S.  351. 

18)  Die  Formel 

gilt,  wenn  x  einen  Punkt  ausserhalb  des  Dreiecks  Oah^  nicht  aber,  wenn 
X  einen  innerhalb  desselben  bedeutet;  wobei  angenommen  ist,  dass  der 
Nullpunkt  0  und  die  Punkte  a,  h  nicht  in  einer  Geraden  liegen.  Was 
ist  hinsichtlich  dieser  Formel  zu  bemerken,  falls  der  Punkt  x  dem  Um- 
fange des  genannten  Dreiecks  angehört  und  falls  die  drei  Punkte  0,  a,  h 
in  einer  Geraden  liegen? 

19)  „Bezeichnen  a,  h  ungleiche  complexe  Zahlen  und  ist  |ö^|^|6|, 
so  hat  man  für  jede  natürliche  Zahl  m  ^  2 

I  a'^  —  &'"  I  <  m  I  a  —  5  I  I  a  !"*-^" 

Hierzu  gebraucht  man  den  Satz,  dass  bei  von  0  verschiedenem  x 
\smmx  :  smx\  <im  ist,  welcher  durch  den  Schluss  von  m  auf  m -\-  1 
gezeigt  wird. 

20)  Unter  welchen  Umständen  gelten  die  vier  Formeln 


unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Zahlen  a,  h  complex  sein  düi'fen? 


XIII.  Abschnitt. 
Unendliche  Reihen  mit  complexen  Gliedern. 

1.  Grenzwerth  einer  complexen  Function  von  n  bei  \\mn  =  -\-  oo. 

Die  Erklärung  des  endlichen  Grenzwerthes  einer  complexen 
Function  f{n)  der  natürlichen  Zahl  n  bei  lim  n  =  -\-  (X)  ist  gleich- 
lautend mit  der  des  Grenzwerthes  einer  reellen  Function  von  n  auf 
S.  161.     Die  Formel 

lim  f{n)  =  a  (1) 

besagt  also  genau,  dass  jeder  beliebig  gegebenen  positiven 
Zahl  s  eine  solche  Zahl  ii  sich  so  zuordnen  lässt,  dass  wenn 
nur  n'^(i  ist,  dann  stets 

\f(n)-a\<e  (2) 

ist. 

Diese  Erklärung  stimmt  überein  mit  der  auf  S.  362  aufgestellten. 
Bezeichnet  man  die  Coordinaten  von  f(n)  mit  ^(w),  i/'(w),  die  von 
a  mit  ci,  ß,  so  dass 

f{n)  =  (p  (n)  -\-  tfj  (n)  i,       a  =  a  -\-  ßi 

ist,  so  kann  man  nämlich  aus  der  Formel  (1)  folgern,  dass  die  reellen 
Functionen  g?  (w),  i^  (n)  bei  lim  n  =  -\-  <x>  bezw.  die  endlichen  Grenz- 
werthe  a,  ß  besitzen.  Umgekehrt  ergiebt  sich  aus  der  letzteren  An- 
nahme, dass  die  complexe  Function  bei  lim  n  =  -\-  (X)  den  Grenz- 
werth  a  -{-  ßi  hat.  —  Um  den  ersten  Theil  dieser  Behauptung  zu  er- 
weisen, braucht  man  nur  die  Ungleichung  (2)  so  zu  schreiben: 


y{(p  {n)  —  af  +  {rp  (n)  —  ßf  <  s     für     n>  [i. 
Demnach  ist  unter  der  nämlichen  Voraussetzung  über  n 

\cp(n)-a\<6,       \rp(n)-ß\<e,  (3) 

d.  h.  es  bestehen  die  Formeln 

lim  cp  (n)  =  cf,       lim  if}(n)  =  ß. 

n=:-)-x  Jl  =  -j-0O 

Geht  man  umgekehrt  von  den  Ungleichungen  (3)  aus,  so  findet  man, 
dass  neben  w  >  ft 


382  XIII.  Abschnitt.    Convergente  und  divergente  Reihen.        [Nr.  1 — 2. 

sein  muss.     £]/2  kann  jede  beliebige   positive  Zabl   sein  5  daher  gilt 
jetzt  die  Formel  (1). 

Man  darf  an  Stelle  der  rechtwinkligen  auch  die  Polarcoordinaten  ge- 
brauchen.    Bringt  man  f{n)  auf  die  trigonometrische  Form,  d.  h.  setzt 
f{n)  =  Q{n)[  cos  ö  (w)  -|-  i  sin  ö  (w)  ) ,       —  %  <i  0  (n)  <.% 

und   ist   bekannt,    dass  q{n)  und  0  (n)  bei   lim  w  =  -f-  00  je   einen  end- 
lichen   Grenzwerth   (>,  6    besitzen,    so   hat   f{n)   bei    lim  n  =  -\-  00    den 
Grenzwerth  ^  { cos  ö  -f-  i  sin  ö }  .^)     Denn  wir  haben  bei  lim  n  =  -\-  (X) 
lim  cos  B  (n)  =  cos  ö,       lim  sin  d(n)  ==  sin  0 

[der  Beweis   dieser  Formeln  ist  der  nämliche,   wie  der  der  Formeln  (13) 
und  (14)  auf  S.  364],  somit 

lim  Q  (n)  cos  6(n)  =  q  cos  6 ,       lim  q  (n)  sin  6(n)  =  q  sin  Ö. 

Auch  die  noth wendige  und  hinreichende  Bedingung  dazu,  dass 
die  complexe  Function  f(n)  bei  limn  =  -|-  00  einen  endlichen  Grenz- 
werth besitzt,  ist  die  nämliche  wie  für  eine  reelle  Function  von  n. 
Soll  f(n)  bei  limw=-|-oo  einen  endlichen  Grenzwerth  be- 
sitzen, so  ist  nothwendig  und  hinreichend,  dass  jeder  posi- 
tiven Zahl  s  eine  andere  ft  so  entspricht,  dass  wenn  nur 
n^  fi  ist, 

\f(n  +  r)~fin)\<s  (4) 

ist,  was  r  auch  für  eine  natürliche  Zahl  sein  mag.    Eine  solche 
Function  von  n  heisse  wieder  convergent. 

Die  Nothwendigkeit  dieser  Bedingung  erhellt  in  der  nämlichen 
Weise,  wie  die  der  entsprechenden  in  VlI.  13  bezw.  2.  Dass  sie  hin- 
reicht, erkennen  wir  aus  ihr,  indem  wir 

f(n  +  r)  —  f(n)  =  (p(n  +  r)  —  (p  (n)  +  {ip  {n  -\-  r)  —  tp  {%))  i 

setzen.    Aus  der  Ungleichung  (4)  ergiebt  sich  dann  ganz  so,  wie  aus 
(1)  die  Ungleichungen  (3)  gefolgert  werden,  dass  neben  n  >  ^l 

I  (p{n  +  r)  —  (p{n)  |  <  £,       |  ^(>^  +  r)  —  i){n)  \  <  s 
sein  muss,  was  r  auch  für  eine  natürliche  Zahl  sein  mag.     Es  hat 
somit  bei  \\mn=  -\-  oo  sowohl  (p{n)  einen  endlichen  Grenzwerth  «, 
als  auch  ^(w)   einen,  ß.     a  -\-  ßi  i^i  nun  der  Grenzwerth  von  f{n) 
bei  lim  ?^  =  +  oo . 

Für  die  Grenz werthe  von  complexen  Functionen  von  n  gelten 
ebenfalls  die  Sätze  1) — 4)  in  VII.  14  (bezw.  3)  und  zwar  bleiben  die 
Beweise  ungeändert. 

2.    Convergente  und  divergente  Reihen. 

Weitaus  am  häufigsten  treten  complexe  Functionen  von  n  bei 
dem  nachstehenden  Anlasse  auf. 


1)  ümkehrung  s.  S.  394  Uebung  10). 
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Es  sei  eine  endlose  Folge  von  beliebigen  Zahlen 

üq,  a^,  «2  ■  '  *  ^n  '  '  ' 
vorgelegt.     Wenn  wir  die  Partialsummen 

Sq  ==  üqj     ^1  =  ö^o  ~r  ^1?     ^2  "^^  ^0  T"  %    I    ^2  ■  '  '' 

n 

«n  =  «0  +  %  H \-<^n=^% 

0 

bilden,  so  kann  5„  beim  Grenzübergange  limw  =-[-00,  wobei  n  alle 
ganzen  Zahlen  von  Null  an  zu  durchlaufen  hat,  einen  endlichen 
Grenzwerth  a  haben  oder  nicht.  Im  ersten  Falle  heisst  die  unend- 
liche Reihe 

%  +  cii  +  a%-\ (1) 

convergent,  im  zweiten  divergent. 

Wir  sagen  demnach,  dass  die  unendliche  Reihe  (1)  con- 
vergirt  und  a  ihr  Grenzwerth  ist,  wenn  zu  jeder  positiven 
Zahl  s  eine  positive  Zahl  ^i  so  gehört,  dass  für  alle  Werthe 
von  n  grösser  als  ^ 

l«n-«l<«  (2) 

ist.  Daraus  folgt,  dass  wenn  jedes  Glied  von  (1)  in  seinen  reellen 
und  imaginären  Theil  zerlegt  wird: 

««  =  0^«  +  ßnh 

auch  die  ersteren,  sowie  die  letzteren  eine  convergente  Reihe  bilden 
müssen.     Denn  ist 

SO  hat  man 

^n  =  ^n  +  ^nh 

folglich,  wenn  a  =  cc  -\-  ßi  gesetzt  wird,  nach  Nr.  1 

lim^„  =  a,     limr„  =  ^.  (3) 

Um  sogleich  Beispiele  von  convergenten  und  divergenten  Reihen 
zu  geben,  berufen  wir  uns  wieder  auf  die  in  IX.  1  aufgeführten  drei 
besonderen  Reihen,  jetzt  natürlich  unter  der  Voraussetzung,  dass  ihre 
Glieder  complexe  Zahlen  sind,  dann  gelten  neuerdings  die  a.  a.  0.  ge- 
gebenen Sätze  und  zwar  werden  sie,  was  den  Fall  der  Convergenz 
betrifft,  ganz  in  derselben  Weise  begründet,  wie  dort.  Wir  beschränken 
uns  darauf,  die  genannten  Sätze  für  die  wichtigste  von  den  drei 
Reihen,  die  geometrische,  zu  wiederholen. 

Die  unendliche  geometrische  Reihe 

l+x  +  x^-\ 

convergirt   dann  und  nur  dann,  wenn  x  dem  absoluten  Be- 
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trage   nach  kleiner  als   1   ist  und  zwar  ist  ihr   Grenzwerth 
1  :  (1  —  x).   —  Dass   die  genannte  Reihe  für  jedes  x^   dessen  Betrag 
kleiner  als  1  ist,  convergirt,  wird  genau  so,  wie  auf  S.  228  bewiesen. 
Denkt  man  sich  in  der  Gleichung 

1+^  +  ...  +  ^«  +  . ..  =  _!_         (|^|<i)  (a) 

X  in  der  trigonometrischen  Form,  also  x  =  q(cosO -\- i  sind),  wobei 
^  <  1  sein  soll,  so  kann  man  ihre  beiden  Seiten  in  den  reellen  und  ima- 
ginären Theil  zerlegen,  wodurch  man  zwei  neue  reelle  Formeln  erhält. 
Es  ist  x"  =  Q"(cosn6  -{-  i  sin  wo)  und 

1      1  (1  —  ^cosÖ)-|- *^  sinö 

1  —  X        (1  —  Q  cos 6)  —  IQ  sind  1  —  2q  cos 0 -\-  q^ 

Da  sowohl  die  reellen  Theile  auf  den  beiden  Seiten  der  Gleichung  (a), 
als  auch  die  Coefficienten  von  i  einander  gleich  sein  müssen,  so  ergeben 
sich  die  beiden  Formeln 

1+ocosÖH \-Q^cosne  +  "-  =  ^     ^~^T^     2  (b) 

sin(9  +  ^sin2ÖH ^  ^«-iginwÖ  +  •  •  •  = -i^?^— -^.      (c) 

Die  Formeln  (b)  und  (c)  gelten  indess  auch,  wenn  man  q  durch 
eine  complexe  Zahl  r,  deren  Betrag  kleiner  als  1  ist,  ersetzt.  Auch  diese 
Bemerkung  ergiebt  sich  aus  der  Gleichung  (a).  Man  braucht  nur  darin 
zuerst  X  =  r  (cos  ö  -f-  *  sin  ö),  hierauf  x  ^  r  (cos  6  —  i  sin  6)  zu  setzen, 
wobei  man  sich  |  r  |  <  1  zu  denken  hat,  und  die  beiden  so  erhaltenen 
Gleichungen  zu  addiren  und  zu  subtrahiren.  Dabei  kommt  freilich  schon 
einer  von  den  in  Nr.  4  erwähnten  Sätzen  zur  Anwendung. 

Ist  X  =  \x\  grösser  als  1  oder  gleich  1 ,  so  divergirt  die  un- 
endliche geometrische  Reihe,  d.  h.  ihre  Partialsumme 

s^=l+x-\ h  ^" 

hat  bei  limw=  +  cx)  keinen  endlichen  Grenz werth,  und  zwar  hat, 
falls  X  >  1  ist,  der  absolute  Betrag  von 

M+l 

(d) 


«  x—1 

bei  lim  n  ==  -\-  oo  den  Grenzwerth  -(-  oo .     Denn  es  ist 

somit  wenn  jetzt  X  =  1  -^  d  (c?  >  0)  gesetzt  wird,  nach  4)  in  VIII.  2 

1^«'^     2-fd 

Die    rechte    Seite    ist    grösser    als    eine    beliebig   gegebene    Zahl    y, 
wenn  nur 
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n+l>(2  +  d)y:d 
angenommen  wird. 

Ist  X  eine  complexe  Zahl  vom   Betrage    1   ausser    1   selbst,    so 
bleibt  1 6'„  I  zwar  endlich.     Denn  nach  der  Formel  (d)  ist 


< 


'    «'  \x  —  l  I      =     \x—  1  I  \x—l  1 

Gleichwohl  hat  s„  bei  lim  n  =  -\-  oo  keinen  Grenzwerth.  Dies  er- 
giebt  sich  nach  einer  Bemerkung  in  der  nächsten  Nummer  daraus, 
dass  das  allgemeine  Glied  der  geometrischen  Reihe  x'^  jetzt  bei  be- 
liebigem n  den  Betrag  1  hat,  also  bei  lim  n  =  -\-  oo  nicht  zur  Null 
convergirt.     (Vgl.  auch  Uebung  1)  auf  S.  392.) 

3.  Die  zur  Convergenz  einer  unendlichen  Reihe  nothwendige  und 
hinreichende  Bedingung. 

Aus  dem  allgemeinen  Satze  über  die  Existenz  eines  endlichen 
Grenzwerthes  einer  complexen  Function  von  n  in  Nr.  1  ergiebt  sich 
auf  dieselbe  Weise,  wie  aus  dem  entsprechenden  Satze  über  eine 
reelle  Function  von  n  der  Satz  in  IX.  2  folgt,  der  nachstehende,  mit 
diesem  gleichlautende  Satz: 

Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung  dazu, 
dass  die  Reihe  % -\- cCi -{- •  •  -  convergirt,  besteht  darin,  dass 
jeder  positiven  Zahl  £  eine  positive  Zahl  ^  sich  so  zu- 
ordnen lässt,  dass  wenn  w  >  ft  ist, 

l«„+i  +  «„+2  +  ---  +  ««  +  rl<«         {r=l,2--.)  (4) 

ist,  was  für  eine  natürliche  Zahl  r  auch  sein  mag.^) 
Auch  jetzt  ist  nämlich 

Sn  +  r  ^«  =  ^n  +  1     I     ^n  +  2     I     *  *  '  +  ^n  +  r' 

Zur  Convergenz  der  Reihe  (1)  ist  zwar  nach  (4)  noth wendig, 
jedoch  nicht  hinreichend,  dass  \a^\  bei  lim  w  = -|- ^^  den 
Grenzwerth  Null  hat.  Eine  Reihe,  wofür  \a^\  bei  limn  =  -\-c%:) 
einen  von  Null  verschiedenen  Grenzwerth  hat,  muss  demnach  diver- 
giren.  Eine  solche  ist  z.  B.  jede  geometrische  Reihe,  deren  Argument 
dem  Betrage  nach  nicht  kleiner  als  1  ist. 

Wie  bereits  bemerkt,  hat  der  vorstehende  Satz  denselben  Wort- 
laut, wie  der  ihm  entsprechende  in  IX.  2.  Das  wird  Dank  der 
zweckmässigen  Ausdehnung  des  Begriffes  „absoluter  Betrag"  bei 
vielen  Sätzen  dieses  Abschnittes  zutreffen;  selbst  die  in  der  reellen 
Reihentheorie  gegebenen  Beweise  lassen  sich  zumeist  in  dem  jetzt  zu 
betrachtenden  allgemeinen  Falle  gebrauchen. 


1)  Vgl.  Abel,  Oeuvres  par  Lie  et  Sylow  I.  p.  221. 
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4.  Allgemeine  Sätze  über  die  unendliclieii  Reihen. 

Es  bestehen  auch  für  Reihen  mit  complexen  Gliedern  die  Sätze 
1) — 6)  in  IX.  3  und  zwar  gelten  dafür,  den  zweiten  Satz  ausgenommen, 
die  nämlichen  Beweise.  —  Im  zweiten  Satze  ist  „grösser'^  in  dem 
Sinne  von  X.  4  zu  verstehen.  Der  Beweis  desselben  ergiebt  sich 
sofort,  wenn  man  die  Grenzwerthe  der  beiden  darin  vorkommenden 
convergenten  Reihen  in  ihre  reellen  und  imaginären  Theile  zerlegt. 

5.  Absolute  und  relative  Convergenz. 

Satz.^)  Die  nothwendige  und  hinreichende  Bedingung 
dazu,  dass  die  unendliche  Reihe 

%  +  Cii-\ \-(^n-{ y 

worin 

»»  =  «»  +  A»        (w  =  0,  1,2-.-) 

ist,  bei  jeder  Anordnung  ihrer  Glieder  convergirt,  besteht 
in  der  absoluten  Convergenz  derselben,  d.  h.  die  Reihe  der 
absoluten  Beträge  ihrer  Glieder 

l«ol  +  l«iH----  +  l«J+---  (5) 

muss  convergiren.  Dann  bietet  sie  bei  jeder  Anordnung  der 
Glieder  den   nämlichen  Grenzwerth    dar. 

Der  Satz  erscheint  als  eine  unmittelbare  Folge  des  entsprechen- 
den über  reelle  Reihen  in  IX.  9,  wenn  man  bedenkt,  dass  nach  (3) 
auf  S.  383 

OD  OD 

lim  s„  =  y}  «„  +  i^}  ß^  (5*) 

ist.  Soll  die  Reihe  (1)  bei  jeder  Anordnung  ihrer  Glieder  con- 
vergiren, so  muss  dies  sowohl  von  der  Reihe  ihrer  reellen  Theile 

«o  +  ^ii >  (ß) 

als  auch  von  der  ihrer  imaginären  Theile,  also  von  der  Reihe 

ßo  +  ß,  +  ---  (6*) 

gelten.     Hierzu  ist  nothwendig  und  hinreichend,   dass  eine  jede  von 
ihnen  absolut  convergirt. 
Wenn  aber  die  Reihen 

convergiren,  so  ist  die  Reihe 

(l«ol  +  i^«l)  +  (l«.l  +  iAi)-h--- 

convergent,  somit  wegen  der  Relationen 


1)  Vgl.  Eisenstein,  Math.  Abhandl.  1847,  S.  225. 
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\'^n\  +  \ßn\^y<  +  ßl=M  («  =  0,1,2...) 

auch  die  Reihe  (5).  Convergirt  umgekehrt  die  Reihe  (5),  so  con- 
vergirt  wegen  der  Relationen 

\a„\^\a„\    bezw.    \ß„\         (w  =  0,l,2...) 

jede  der  Reihen  (7). 

Sind  aber  die  Reihen  (7)  convergent,  so  hat  sowohl  die  Reihe 
(6),  als  auch  (6*)  bei  jeder  Anordnung  ihrer  Glieder  den  nämlichen 
Grenzwerth.  Demnach  hat  zufolge  der  Formel  (5*)  auch  die  Reihe 
(1)  bei  jeder  Anordnung  ihrer  Glieder  denselben  Grenzwerth. 

Die  Grenzwerthe  der  absolut  convergenten  Reihen  und  nur  sie 
dürfen,  wie  aus  den  Sätzen  der  folgenden  Nummer  hervorgeht,  als 
Summen  ihrer  in  unbegrenzter  Anzahl  vorhandenen  Glieder  an- 
gesehen werden.  Im  Falle  dass  die  absoluten  Beträge  der  Reihen- 
glieder «Q,  a^-'-  eine  divergente  Reihe  bilden,  versteht  man  unter 
der  Aussage:  „die  unendliche  Reihe 

%  +  (^i-i höt„H 

convergirt  (divergirt)",  dass  ihre  Glieder  in  der  angegebenen,  dem 
Wachsen  des  Index  n  entsprechenden  Anordnung  eine  con- 
vergente  (divergente)  Reihe  bilden. 

Diese  Art  von  Convergenz  wird  als  relative  oder  bedingte  be- 
zeichnet. Die  Glieder  a^,  «i,---  müssen  in  dem  in  Rede  stehenden 
Falle  mindestens  bei  einer  Anordnung  derselben  eine  divergente  Reihe 
bilden.  Unbedingt  divergent  heisst  eine  unendliche  Reihe,  wenn 
sie  bei  jeder  Anordnung  ihrer  Glieder  divergent  bleibt.  Dazu  gehören 
insbesondere  jene  Reihen,  deren  allgemeines  Glied  a^  bei  lim  n=  -\-  <x> 
einen  von  Null  verschiedenen  Grenzwerth  hat. 

6.   Sätze  über  die  absolut  convergenten  Reihen. 
1)  „Wenn  die  unendliche  Reihe 

«0 +  %  +  ••• +  ««  +  •••  (7*) 

absolut  convergirt,  so  hat  man 

oo  CO 

|2»«|==  oder  <2l^nl, 

0  0 

je  nachdem  die  Glieder  sämmtlich  die  nämliche  Anomalie  haben  oder 
nicht." 

Beweis.  Haben  alle  a„  dieselbe  Anomalie,  so  hat  man  für 
jeden  Werth  von  n  die  Gleichung 

Daraus  folgt  bei  lim  n  =  -\-  oo 

Stolz  u.  Gmeiner,  theoret.  Arithmetik.  II.  26 
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^«n|=^kn 


Haben  die  Glieder  a^  nicht  alle  dieselbe  Anomalie,  so  muss  von  einem 
bestimmten  Werthe  von  n,  n  =  m,  an 

\s„\<\%\  +  \a,\  +  .-.  +  \a„\(^Z„) 
sein.     Daraus  folgt  bei  lim  n  =  -{-  oo  aber  nur,  dass 


^«nl^^k. 


ist.     Setzt  man  jedoch 

^n»  +  r  +  •  *  *  +  ^m+p  "==  ^m,p 
km  +  llH (-   \(^m+p\  =  ^m,p 

SO  dass 

m,p 


«m+p 

= 

s« 

+  ^m,p7 

^n. 

l+P    - 

=  K  + 

P, 

1 ««.+,! 

£ 

|S. 

J  +  km,^ 

\, 

k™ 

.J<P™ 

,P 

ist,  so 

findet 

man 

• 

2, 

m+p 

|S. 

t+iJ 

1  + 

1, 

P         

\r 

somit 


liinl^+p— |lim5^^^|>0, 

p=-\-CO  p=z-\-(X> 


•  c., 


w.  z.  b.  w. 

2)  „Convergirt  neben  (7*)  die  Reibe 

absolut;  so  convergiren  aucb  die  Reihen 

K±M  +  («i±&i)  +  --- 

absolut." 

3)  „Convergirt  die  Reibe  (7*)  absolut  und  bedeuten  Cq. 
Zablen,   die  dem  absoluten  Betrage  nacb  unter   einer  positiven  Zabl 
C  liegen,  so  convergirt  aucb  die  Reibe 

«0^0 +  «1^1  H l-«„c„H — 

absolut." 

4)  „Hebt  man  aus  einer  absolut  convergenten  Reibe  irgend  eine 
endlose  Folge  von  Gliedern  bervor,  so  bilden  aucb  sie  eine  absolut 
convergente  Reibe." 

5)  „Vertbeilt  man  die  Glieder  einer  absolut  convergenten  Reibe 
in  eine  endliche  Anzahl  von  Reihen,  so  convergiren  die  unendlichen 
unter  ihnen  absolut  und  es  ist  die  Summe  aus  ibren  Grenzwerthen 
und  den  Summen  der  etwa  vorhandenen  endlichen  Reihen  gleich  dem 
Grenzwerthe  der  Reihe." 
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Die  Sätze  2) — 5)  werden  genau  so  wie  die  entspreclienden  in 
IX.  10  bewiesen. 

6)  „Vertheilt  man  die  Glieder  der  absolut  convergenten  Reihe 
(7*),   deren  Grenzwertli  a  =  a  -\-  ßi  sei,  in  unbegrenzt  viele  Reihen 

<'^  +  a,^'^  +  --'  +  cif)  +  -" 
«^(i)  +  ,,^(i) +  ...  +  «/)  +  ••• 
(8) 


SO  convergirt  jede  unendliche  Reihe  unter  ihnen  absolut.  Die  aus 
den  Summen  der  endlichen  und  den  Grenz werthen  der  unendlichen 
Reihen  in  (8) 

gebildete  unendliche  Reihe  convergirt  absolut  und  zwar  ist  ihr  Grenz- 
werth  a." 

7)  „Convergiren  die  unendlichen  Reihen 

«0  +  ö^i  H h  «m  H /gx 

absolut  und  sind  ihre  Grenzwerthe  bezw.  a,  h,  so  convergirt  jede 
aus  den  Gliedern  a^,  h^  gebildete  einfach-unendliche  Reihe,  wie 

»0^0 +  «0^1  +  %^o  H 

+  %K  +  «1^-1  H h  O^X-r  H h  ^nh  -\ ,         (10) 

absolut  und  es  ist  ihr  Grenzwerth  a  •  hJ' 

Die  beiden  letzten  Sätze  lassen  sich  vermittelst  des  Hilfssatzes 
in  IX.  11  ableiten,  welcher  auch  bei  complexen  Werthen  der  a^('")  gilt. 

Dieser  Satz  selbst  kann  zunächst  in  ähnlicher  Weise  wie  der 
Hilfssatz  in  IX.  6  bewiesen  werden.  Bequemer  ist  es  indess,  ihn 
durch  Zurückführung  auf  den  ersten  Satz  in  IX.  11  zu  begründen, 
indem  man  die  Glieder  aj"^  in  ihren  reellen  und  imaginären  Be- 
standtheil  zerlegt.     Setzt  man 

so  bilden  die  Zahlen  «„("*)  einer-  und  die  Zahlen  /J^("*)  andererseits  ein 
Schema,  welches  die  im  Hilfssatze  von  IX.  11  verlangte  Eigenschaft 
besitzt.     Mithin  convergiren  absolut  die  unendlichen  Reihen 

^c^„("^)     und     ^^„("^)         (m  =  0,  1,  .-.). 

0  0 

Sind  ihre  Summen  bezw.  «("'),  ß^"^\  so  hat  man 
a('«)  ==  «('«)  -f-  ßi^)i^ 
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somit  ist,  wenn  a  die  Summe  der  Reihe  Sa^'^^  bedeutet  und  a  =  a-{-  ßi 
gesetzt  wird, 

OD  OO 

^n  cci^n)  ^  ^  ^        ^  ßim)  ^  ß^ 
0  0 

Also  ist  a  die  Summe  der  unendlichen  Reihe 
ß  die  der  Reihe 

und  daher  a  -]-  ßi  ==  a  die  der  Reihe 

««<"'  +  %m  +  a/o)  +  «^(.)  ^  ^^(.)  ^  ^^(0)  ^  . . .. 

Auf  die  nämliche  Art  ergiebt  sich  die  Verallgemeinerung  des  zweiten 
Theiles  des  in  Rede  stehenden  Satzes. 

Demnach  besteht  auch  der  Cauchy'sche  Doppelreihensatz  a.a.O. 
für  complexe  Werthe  der  Glieder  aj^"^\'^) 

Der  Satz  7)  kann  übrigens,  indem  man  die  Glieder  ö„^,  h^  und  die 
Grenzwerthe  a,  h  je  in  ihren  reellen  und  imaginären  Bestandtheil  zer- 
legt, unmittelbar  aus  dem  Satze  7)  in  IX.  10  abgeleitet  werden. 

7.  Entwickelung  des  Hauptwertlies  e*  in  eine  ganze  Potenzreihe. 
Erklärungen  der  Functionen  cos^r  und  sin^  für  complexe  Werthe 
von  X. 

Der  Satz  in  IX.  14  bleibt  nebst  seinem  Beweise  völlig  unver- 
ändert, wenn  wir  unter  x  eine  complexe  Zahl  und  unter  e^  den 
Hauptwerth  der  Potenz  ([eY  verstehen.  Demnach  besteht  für 
jeden  Werth  von  x  die  Gleichung 

e-=l+^  +  f-;  +  .--  +  ^,  +  .--  (1) 

d.  h.  die  Potenzreihe  rechts  convergirt  und  zwar  absolut  für  jeden 
Werth  von  x  und  ihre  Summe  ist  e^. 

Aus  dieser  Formel  können  wir  eine  bemerkenswerthe  Folgerung 
ziehen.  Nach  der  Formel  (17)  auf  S.  364  ist,  unter  t]  eine  reelle 
Zahl  verstanden, 

ev'  =  cos  -j^  +  *  sin  7^ .  (2) 

Andererseits  finden  wir,  wenn  wir  in  (1)    x  =  rji   setzen, 

Vergleicht  man  die  rechten  Seiten  dieser  und  der  Gleichung  (2),  so 
findet  man,  dass  für  jeden  reellen  Werth  rj 


1)  Cauchy,  C.  d' Analyse  p.  547. 
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cos^  =  1 -1^ +  5;-... +  (-!)' (|J,  +  ...  (3) 

sin,  =  ,-|;  +...  +  (_l)'^^^  +  ...  (4) 

ist.  Wir  haben  somit  die  Ent Wickelungen  der  trigonometrischen 
Functionen  cos  7^  und  sin '»7  in  beständig  convergente  ganze  Potenz- 
reihen  gefunden. 

Die  Reihen  auf  der  rechten  Seite  der  Formeln  (3)  und  (4)  sind 
absolut  convergent  und  bleiben  es  auch,  wenn  man  7]  durch  eine  be- 
liebige  complexe  Zahl  x  vom  Betrage  X  ersetzt.     Sind   sie  ja  nur 

00 

Ausschnitte  aus  der  unendlichen  Reihe    x«  —7  •    Ihre  Summen  für  ein 

0 

nicht  reelles  x  sollen  uns  als  die  Werthe  der  Functionen  cosic  und 
sin  a;  gelten^),  so  dass  wir  diese  Functionen  allgemein  durch  die 
Formeln 

cosx  =  l-f;  +  ...  +  (-iyg  +  ...  (5) 

^'°  «^  =  «^  -  3!  +•••  +  (-!)' (2l  +  I)!  +  ---  (6) 

erklären.  Ersetzen  wir  in  (1)  x  nunmehr  durch  xij  so  erhalten  wir 
mithin  die  Formel 

e^i  =  cos  ic  4"  ^  sin  rr.  (7) 

•> 

Schreiben  wir  aber  in  (1)  anstatt  x  — xi,  so  ergiebt  sich  die 
Formel 

Demnach  ist 

cos^  =  — -y— ,     sin;r  = -, (8) 

Auch  diese  Formeln  können  zur  Erklärung  der  Functionen  cosa; 
und  sin  x  dienen.      Aus  ihnen  ergeben  sich  alle  Eigenschaften  der 
selben,  insbesondere  die  Gleichung 

cos  x^  +  sin  x^=l 
und  die  Additionstheoreme.     Da  nämlich 

e(x+y)f  ^^  ^i .  ^yi  ^^  ^^Qg  x  -{-  i  sin  x)  (cos  y  -{-  i  sin  y) 

=  cosxcosy  —  sin:rsin2/  + «(siD^cos2/  + cos^rsin?/), 

=  (cos  X  cos  y  —  sin  ir  sin  y)  —  i  (sin  x  cos  y  -{-  cos  x  sin  y) 


1)  Cauchy,  C.  cV Analyse  p.  309. 
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ist,  SO  findet  man  vermittelst  der  Formeln  (8),  dass 

cos  (pD  -\-  y)  =  cos  X  cos  y  —  sin  o;  sin «/, 

sin  (x  -\-  y)  =  sin  x  cosy  -{-  cos  x  sin  y 
ist. 

8.  Die  Sätze  über  die  Potenz  und  den  Logarithmus  des  Binoms 
1  -f-  ^  ii^  I^-  15  ^ii<i  18  lassen  sicli  in  nachstehender  Form  auf  com- 
plexe  Werthe  des  Exponenten  und  des  Arguments  x  ausdehnen. 

1)  „Die  binomische  Reihe 

l+ax+Qx'  +  ---  +  Qx-  +  ---,  (1) 

worin  a  jede  complexe  Zahl  sein  darf,  convergirt  absolut  für  jedes  x^ 
dessen  Betrag  kleiner  als  1  ist,  und  divergirt  unbedingt  für  jedes  x, 
dessen  Betrag  grösser  als  1  ist.  Im  ersteren  Falle  ist  die  Summe  der 
Reihe  (1  +  ^Y,  d.  i.  der  Hauptwerth  der  Potenz  ((1  +  x^." 

2)  „Die  logarithmische  Reihe 

«-Y  +  T--  (2) 

convergirt  absolut  für  jedes  x,  dessen  Betrag  kleiner,  und  divergirt 
unbedingt  für  jedes  x^  dessen  Betrag  grösser  als  1  ist.  Im  ersteren 
Falle  ist  die  Summe  der  Reihe  (2)  l(l-\-x)f  d.  i.  der  Hauptwerth 
des  natürlichen  Logarithmus  von  1  -f-  xJ' 

Die  Beweise  dieser  beiden  Sätze  stützen  sich  jedoch  auf  den 
Begriff  einer  stetigen  Function  und  den  der  oberen  Grenze  einer 
reellen  Veränderlichen,  so  dass  wir  an  dieser  Stelle  darauf  nicht  eingehen 
können.    Wir  hoffen,  auf  sie  an  einem  anderen  Orte  zurückzukommen.  ^) 


Uebungen  zum  XIII.  Abschnitt. 

Zunächst  werden  die  Uebungen  2) — 6),  11)  und  12)  zum  IX.  Ab- 
schnitte unter  der  Voraussetzung,  dass  die  Zahlen  a,  ?>,  a:,  x\  y,  a„  auch 
complexe  Werthe  annehmen  dürfen,  wiederholt. 

1)  Setzt  man  in  dem  Ausdrucke 

W  =  i  +  ^  +  ^'  +  ---  +  ^" 


für  X  eine  complexe  Zahl  vom  Betrage  1  ausser  +  1,  nimmt  also 
X  =  cos  ö  -f~  ^  sinö,  wobei  6  jeden  Werth  zwischen  —  tt  und  -j~  n 
ausser    0     erhalten    darf,     so    ergiebt    sich    eine    lineare    Function    von 

cos(2n-|-  1)-^  und  sin(2w-|-  l)v  mit  von  w  unabhängigen  Coefficienten. 


1)  Vorläufig  sei  verwiesen  auf  Stolz,  Vorlesungen  über  allg.  Arithmetik  II. 

S.  204  f. 
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Daraus    kann    man,    weil    die    unendliche    geometrische    Reihe    für   jeden 
solchen    Werth     von     x    divergirt,     schliessen,     dass     die     Functionen 

cos(2w-)-l)—    und    sin(2w -|- 1)  ir    bei    limw  =  -f-oo    einen   end- 
lichen Grenzwerth  nicht  besitzen. 

[Unmittelbar  ergiebt  sich  freilich  nur,  dass  wenigstens  eine  der  beiden 
Functionen  ohne  Grenzwerth  ist.  Nimmt  man  aber  an,  dass  eine,  z.  B. 
die  erstere  einen  endlichen  Grenzwerth  bei  lim  n  =  -\-  oo  hat,  so  müsste 

sin(2w  +  l)~ö")  öinen  haben,  folglich  sin(2w  -\-  1)—  selbst  min- 
destens bei  \\mn'  =  -\-  oo,  wo  die  Zahlen  n  einen  Theil  der  natürlichen 
Zahlen  n  bilden.  Dies  ist  aber  unmöglich,  da  auch  die  Reihe  aus  den 
Gliedern  ic"' +  ^  -f-  ic"' +  ^  -|-  •••  -)-  x^\  wo  n"  die  auf  n  in  der  Reihe  der 
Zahlen  n    folgende  Zahl  bedeutet,  divergirt.] 

Hat  0  ein  rationales  Verhältniss  zu  tt,  so  erkennt  man  die  Richtig- 
keit der  letzten  Behauptung  ohne  Mühe  unmittelbar  an  den  erwähnten 
Functionen  selbst. 

2)  Man  zeige,  dass  die  unendliche  Reihe 

absolut  convergirt,  wenn  der  reelle  Theil  der  complexen  Zahl  a  grösser 
als  1  ist. 

3)  Verallgemeinerung  des  in  Uebung  10)  auf  S.  272  angeführten 
Doppelsatzes.  „Wenn  die  aus  complexen  Zahlen  bestehende  Reihe 
ÜQ  -\-  a^  -j_  . . .  convergirt  und  die  reellen  Zahlen  ß^^  ßi  " '  ßn'"  ^^^ 
wachsendem  n  dem  endlichen  Grenzwerthe  ß  in  einem  Sinne  sich  nähern 

—  oder  wenn  der  absolute  Betrag  der  Partialsumme 

eine  endliche  Function  von  n  ist  und  die  Zahlen  j3q  ,  ßi  "  •  ßn  ' "  sich 
bei  limw  =  -f-oo  in  einem  Sinne  dem  Grenzwerthe  Null  nähern,  so 
convergirt  die  unendliche  Reihe 

<^oßo  +  <^lßl  +  -"  +  %ßn  +  "'-' 

(Dirichlet,  Zahlentheorie  4.  Aufl.  S.  376.) 

4)  Der  Satz  in  IX.  13  über  eine  ganze  Potenzreihe  ohne  constantes 
Glied  gilt  nebst  seinem  Beweise  auch  für  complexe  Werthe  von  x  und 
den  Coefficienten  a„. 

5)  Der  absolute  Betrag  des  Binominalcoefficienten 

hat  bei  lim.n  =  -f-  cx)  den  Grenzwerth  0  oder  einen  von  0  verschie- 
denen endlichen  Grenzwerth  oder  den  Grenzwerth  -|-  oo,  je  nachdem  der 
reelle  Theil   des  Exponenten  a   grösser,    gleich    oder    kleiner  als  —  1  ist. 

—  Im  ersten  Falle  ist  demnach 


lim  n=o 
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6)  Der  Binominalcoefficient  (  j,  wo  |3  eine  von  Null  ver- 
schiedene reelle  Zahl  sein  soll,  hat  bei  limn  =  -\-  oo  keinen  Grenzwerth. 
—  Lässt  sich  zeigen,  indem  man  die  nunmehr  in  (a)  erscheinenden  Fac- 

ßi  . 

toren   1  —  —  auf  die  trigonometrische  Form  bringt. 

7)  Es  gilt  auch  bei  complexem  a  die  Formel 

^(-i)'(:)=(-i)"C:T  w 

Beweis  durch  den  Schluss  von  n  und  w  -f-  1,  wie  bei  der  Formel  (ll)  auf 
S.  262. 

8)  Aus  der  Formel  (ß)  schliesst  man,  dass  die  unendliche  Reihe 

0 

oonvergirt   oder    divergirt,  je   nachdem  der  reelle  Theil   von  a  positiv  ist 
oder  nicht.     Und  zwar  ist  im  ersteren  Falle  ihr  Grenzwerth  0. 

9)  Ist    X  =  ^  -{-  fji,    so  ist 

Z(cosic  -|-  i  sinic)  =  xi  -\-  2Ä7ci, 

wo  die  ganze  Zahl  h  so  zu  bestimmen  ist,  dass  —  7r<^-f-  2Ä:;r<7t  ist. 
Demnach  ist  bei  beliebigem,  reellen  oder  complexen  m 


(cos  X  ~\-  i  sin  x)'^  =  (cos  mx  +  i  sin  mx) 


2mk7li 


(Verallgemeinerung  der  Moi  vre 'sehen  Formel  in  Xu.  l). 
10)  Ist  wie  S.  381  und  382 

f(n)  =  cp(n)  -\-  ip(n)i  ^  Q(n)  [  cos  9(n)  -\-  i  sin  6(n)  ] 
und  haben  cp  (w),  ip  (n)  bei  lim  w  =  -f-  oo  endliche  Grenzwerthe  a^  ß,  so  ist 


]im  Q(n)  =  y^+ß\       lim  d{n)  =  8, 
wobei  der  zwischen  —  n  und  %  gelegene  Winkel  6  durch  die  Gleichungen 


cos  ö  =  a  :  l/a^  _|_  ß2^      sin  ö  =  /3  :  j/a^  +  ß^ 

bestimmt  ist.  —  Man  setze  6{n)  —  6  =  ^{n)^  bilde  cos'^(w)  und  sin'^(«) 
und  zeige  wie  S.  362,  dass  \\m.^{n)  =  0  ist. 
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S.  3,  zu  Nr.  3.     Ein   weiteres  Beispiel    einer  unzulässigen  Gleichheitserklärung 

8.  S.  135  üebung  1). 
S.  4,  zu  Nr.  4.     Nicht  jede   Zuordnung  einer  unter  den  Grössen  a,  &,  c  •  •  •  zu 

jedem   Paare    derselben   kann    als    eine    Verknüpfung    der   beiden    letzteren 

Grössen  bezeichnet  werden,  vgl.  den  Nachtrag  zu  S.  95. 
S.  7,  Z.  1.     Es   erscheint   als   sachgemäss  die  Forderung  5)  auf  die  gewöhnliche 

Arithmetik  und   die   den  dort   behandelten   am  nächsten  stehenden  Grössen- 

systeme  zu  beschränken.     Kommen  ja  schon  in  diesem  Werke  Grössensysteme 

vor,  welche   die  Forderung  5)  nicht  befriedigen,   nämlich  die  S.  97  unter  3. 

4)  und  5)  erwähnten  und  ein  S.  102  erklärtes  System. 
S.  8,  Fussnote  1)  Z.  2.     Statt  „der'^  lies  „die". 
S.  13,  Z.  26.     Nach  „heisst"  schalte  ein  „nur".  —  L.  Z.  statt  „BernouUi"  lies 

„Pascal"  (nach  dem  Formulaire  de  Mathematiques  de  Fan  1901,  S.  41). 
S.  17,  Z.  12.     Statt  4)  lies  3). 
S.  22.    Nach  v.  Dantscher  lässt  sich  die  Gleichung  3)  des  associativen  Gesetzes 

auch  aus  der  ersten  der  distributiven  Formeln  2)  und  der  Formel  1  •  h  =  b-l  =  b 

durch  den  Schluss  von  a  auf  a-\-  1  ableiten.     Zunächst  ist 
(1  •  6)  •  c  =  (5  •  1)  •  c  =  6  •  c  =  1  •  (&  •  c). 
Weiter  folgt,  wenn  3)  als  richtig  gilt, 

[(a  4- 1)  •  6]  •  c  =  [a  •  &  +  6]  •  c  =  (a  •  6)  •  c  +  5  •  c  =  a  •  (6  •  c)  +  1  •  (&  .  c) 
=  (a  +  l)-(6.c). 

S.  28,  Z.  26.  Die  Null  bedarf  als  Zahl  noch  der  Erklärung.  Sie  findet  sich  auf 
S.  77:  „Null  ist  die  der  1  vorangehende  Zahl".  Die  Voraussetzung  2)  im  T. 
lässt  sich  zurückführen  auf  die  Annahmen :  l  =  0-f-l,  0-|-0  =  0  und  die 
Formel  5)  a.  a.  0. 

S.  51,  Z.  4  V.  u.  füge  zu:  „natürlich  beschränkt  auf  solche  Paare  (a,  6),  dass  die 
Gleichung  h  o  x  =  a  nach  x  keine  Lösung  im  Systeme  (I)  zulässt." 

S.  60,  Z.  6.    Die  Sätze  4)  und  5)  sind  zu  vertauschen.  —  Z.  15.   Statt  III  lies  IIIj . 

S.  68,  Z.  12—8  v.  u.  Der  Satz  IIIj  liefert  die  erwähnten  Regeln  nur  für  die 
von  Null  verschiedenen  rationalen  Zahlen.  Rechnet  man  die  Null  dazu,  so 
hat  man  bezüglich  dieser  Regeln  auf  den  Satz  in  in  Nr.  3  zurückzugehen. 
Sie  gelten  natürlich  nicht  mehr,  wenn  darin  Quotienten  mit  dem  Nenner  0 
auftreten.  Der  Satz  3)  und  der  zweite  Theil  des  Satzes  4)  auf  S.  43  bestehen 
auch  nicht  mehr.  Denn  es  ist  0  B  =  0  ■  B'  und  0  :  B  =  0:  B\  was  auch 
die  Zahlen  B  und  B'  sein  mögen,  wenn  nur  keine  von  ihnen  Null  ist. 

S.  74,  Z.  23.     Statt  „Nenner  1"  lies  „Nenner  ö". 

Der  Anfang  von  Nr.  1   bedarf  einer  Erläuterung  und  lässt  sich  auch  etwas 
vereinfachen.     Wir  ordnen  aus  der  Reihe  der  natürlichen  Zahlen  den  Viel- 
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fachen  einer  gegebenen  Zahl  h  d.  i.  den  Zahlen  6,  2&--a&--  bezw.  die 
Zahlen  1,  2  •  •  •  a  •  •  •  zu  und  den  übrigen  neue  Dinge,  welche  wir  eigentliche 
Brüche  nennen  und  nach  einander  mit 

bezeichnen.  Die  natürlichen  Zahlen  selbst  sehen  wir  als  uneigentliche  Brüche 
an  und  setzen  demgemäss 

!  =  &/&,       a  =  ab/b.  (2) 

1.  Erklärung.  „Zwei  Brüche  mit  demselben  Nenner  b  heissen  dann  und 
nur  dann  einander  gleich,  wenn  sie  den  nämlichen  Zähler  haben.  Von  zwei 
solchen  Brüchen  heisst  grösser  derjenige,  welcher  den  grössern  Zähler  hat." 

Anstatt  wie  es  im  T.  durch  die  Formeln  1)  und  2)  geschieht,  zuerst  die 
Multiplication  eines  Bruches  mit  einer  ganzen  Zahl  zu  erklären,  scheint  es 
näherliegend  mit  der  Addition  der  Brüche  mit  dem  nämlichen  Nenner  b  zu 
beginnen. 

2.  Erklärung.     Es  sei  die  Summe  zweier  solcher  Brüche 

a/&  +  a'/b  =  («4-  a)/b.  (3) 

Für  diese  Addition  bestehen  dieselben  Gesetze,  wie  für  jene  der  natürlichen 
Zahlen  (S.  60).  Auch  ist  die  Subtraction  stets  möglich  und  eindeutig,  wenn 
der  Zähler  des  Minuends  grösser  als  der  des  Subtrahends  ist.  Man  hat  nun 
nach  (3)  und  (2)  die  Gleichungen 

12  b 

iTfc  +  V^H }-!%=   b/b  =  i  (4) 

12  b 

aJb-^aJb-\ \.^  =  ab/b  =  a.  (5) 

Zufolge  der  ersteren  heisst  der  Stammbruch  l/b  der  ¥^  Theil  der  Einheit  1 
und  der  Bruch  a/b  der  b^^  Theil  der  Zahl  a. 

Bedeutet  b'  ebenfalls  eine  natürliche  Zahl  grösser  als  1,  so  haben  wir  ent- 
sprechend der  Formel  (5) 


(6) 


(7) 

Erklären  wir  nun  alle  6**°  Theile  einer  jeden  natürlichen  Zahl  einander 
gleich  (3.  Erklärung),  so  ergiebt  sich  aus  (4)  und  (6)  einer-,  aus  (5)  und  (7) 
andererseits,  dass 

1  b'  a  ab' 

T~W'       b~  W ' 

Nun  kann  der  Text  von  Z.  13  an  folgen.    Die  Formeln  1),  2)  sowie  der  Ab- 
satz 3)  S.  75   sind  als  Erklärungen  des  Productes  eines  Bruches  mit  einer 
ganzen  Zahl  nach  Nr.  2   zu  versetzen.     Dorthin  gehört  also  auch  die  Bemer- 
kung, dass  der  Quotient  1  :  b  gleich  dem  Bruche  l/b  ist. 
S.  81,  Z.  2 — 7.     Hierzu   ist  eine   ähnliche  Bemerkung  wie  zu  S.  74   zu  machen. 

Der  Zahl  —  a  wird  der  „Bruch"  — .—  zugeordnet  u.  s.  w. 


1               2 

b 

bb'^bb'  ^ 

^  bb'      bb' 

1              2 

ab'       ab' 
bb'^bb'  + 

b 

,    ab'      abb' 
■■+66'=  66'-  =  " 
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S.  91,  Z,  11  V.  u.  Zusatz,  „Zu  der  in  Rede  stehenden  Zahlenreihe  c^^  c^^  c^  ■  ■  ■ 
gehört  nur  ein  erzeugender  Bruch."  Er  wird  indirect  bewiesen.  Angenommen, 
es  gehöre  zu  ihr  ausser  dem  Bruche  Ä  in  (5)  noch  ein  anderer  Ä\  so  liegt 
sowohl  A,  als  auch  Ä'  zwischen  den  Zahlen  >S'„  und  Sjj-\-  1  :e^  bei  beliebigem 
n.  Wäre  Ä'^Ä,  so  wäre  A'  —  A  eine  absolute  rationale  Zahl  s.  Zufolge 
des  soeben  Bemerkten  ist  A'  —  J.  <<  1 :  e".  Nun  giebt  es  (S.  92)  solche  natür- 
liche Zahlen  n,  dass  1 :  e"  <^  £  ist.  Es  wäre  also  A'  —  A<^e  und  nicht  gleich 
8.  Also  kann  A'  nicht  grösser  als  A  sein.  Ebenso  wenig  kann  A'  <CiA  sein. 
Folglich  muss  A'  =  A  sein. 

S.  93,  zur  Uebung  1).     Etwas  bequemer  ist  die  Beziehung 

S.  95,  Zusatz  zu  Z.  25.     12)  „Ordnet  man  je  zweien  Brüchen  a/6,  c/d  den  Bruch 

a-{-  c 

zu,  so  hat  man  eine  Zuordnung,  die  nicht  als  eine  Verknüpfung  von  ihnen  im 
Sinne  von  I.  4  angesehen  werden  kann.  Denn  der  dritte  Bruch  ändert  sich 
im  Allgemeinen,  wenn  man  einen  von  den  beiden  ersteren  durch  einen  ihm 
gleichen  ersetzt."  (Nach  Peano  vgl.  Couturat,  L'enseignement  mathe- 
matique  11.  p.  402).  Wäre  die  Gleichheit  a/b,  a/b'  durch  die  Bedingung 
a  -\-  b  =  a  -\-  b'  erklärt,  so  würde  die  in  Rede  stehende  Zuordnung  als  Ver- 
knüpfung erscheinen.  Es  hätte  jedoch  keinen  Sinn,  daneben  den  Bruch  a/1 
der  Zahl  a  gleichzusetzen. 

13)  „Es    sei    a/b  =  a/b' ,    wenn    F{a,  b')  =  F {a\  b)    ist.      Die    Function 
JP(a,  &')  ist  so  zu  wählen,  dass  der  Grundsatz  3)  S.  2  nicht  erfüllt  ist." 

14)  Es  sei   a/b  =  d /b\   falls    2a-j-&  =  2a'-j-&'   ist.     Für  diese  neuen 
Brüche  sei 

a         c  2  (a  -|-  c) 

TT  ~\    ~J 


d         b-\-d 


Man  untersuche  die  Eigenschaften  dieser  Addition. 

Z.  4  v.  u.  Eine  ausführliche  Erörterung  über  das  Fourier'sche  Divisions- 
verfahren findet  sich  bei  Lüroth,  Numerisches  Rechnen  S.  38  f. 

S.  97,  Z.  3  V.  u.  Statt  „congi-uent"  lies  „nicht-congruent".  —  Z.  2  v.  u.  Nach 
„Zahlen"  füge  bei:  „(Null  eingeschlossen)". 

S.  98,  Z.  16  f.  Will  man  in  der  Uebung  5)  ein  die  Forderung  5)  auf  S.  7  er- 
füllendes Zahlensystem  haben,  so  braucht  man  daran  nur  Nachstehendes  zu 
ändern.  2)  Falls  a  -f  c  =  &  ist,  sei  (a,  5)  -f-  c  =  1 ;  3)  falls  a  -[-  c  <^b  ist, 
sei  {a,  6)  -j-  c  =  0.  Gemäss  dieser  Erklärungen  hat  die  Gleichung  a;  -f-  6  ==  1, 
wo  b  jede  natürliche  Zahl  sein  darf,  neben  der  Lösung  x  =  (1,  b)  noch  die 
davon  verschiedene  x  =  {\,b  -\-  1). 

NB.  Die  Gleichung  x  -\-  (p  —  a)  =  0  (a  <Cb)  hat  jetzt  unendlich  viele 
Lösungen,  indem  man  x  =  (a\  b')  setzen  darf,  wenn  nur  «',  b'  so  gewählt 
sind,  dass  d  <C  b'  und  d  -\-  b  <i  a  -\-  b'  ist. 

S.  103,  Satz  6).     Statt  =  lies  = . 

S.  108,  1.  Z.  des  Textes  füge  zu:   G.  Veronese,  Elementi  di  Geometria,    2  parti. 
1900.  —  F.   Schur,  Math.  Ann.  Bd.  55,  S.  265  f. 
Note  2).     Statt  „Der  Gedanke"  lies  „Den  Gedanken". 

S.  110,  Note  1)  füge  zu:  Vgl.  G.  Veronese  a.  a.  0.  IL  S.  77. 

S.  113,  Z.  6.  Nach  „und"  schalte  ein  „bei".  —  Z.  8  v.  u.  Statt  „parallele"  lies 
„Parallele". 
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S.  115,  Note  füge  bei:  E.  v.  Huntington  giebt  in  den  Transact.  of  the  Ame- 
rican math.  soc.  V.  3,  S.  264  eine  weitere  Verminderung  der  zur  Erklärung 
der  stetigen  absoluten  Grössen  nothwendigen  und  hinreichenden  Postulate  an. 

S.  122.  Einen  anderen  Beweis  des  Satzes  in  Z.  6  f.  giebt  Hill  (Cambridge 
Phil.  Transact.  XIX.  2,  S.  162). 

S.  135,  Z.  22.  Statt  S.  lies  §.  —  Z.  23.  Statt  „Geraden"  lies  „Halbstrahlen".  — 
Z.  29  lies  „die  gleichgerichteten  Parallelen". 

S.  137  füge  zu:  18)  A.  Kneser  gründet  in  dem  dem  Archiv  für  Math.  3.  R. 
2.  Bd.  beigelegten  ersten  Stücke  der  Sitzungsberichte  der  Berliner  math.  Ge- 
sellschaft (S.  3  f.)  die  Proportions-  und  Aehnlichkeitslehre  auf  die  folgende 
Erklärung:  „Die  Streckenverhältnisse  A  :  B  und  Ä  :  B'  seien  einander  gleich, 
wenn  in  den  aus  den  Katheten  Ä  B  einer-  und  A'  B'  andererseits  construirten 
rechtwinkligen  Dreiecken  den  gleichlautenden  Seiten  {AA'  bezw.  BB')  gleiche 
Winkel  gegenüberliegen."  Warum  ist  diese  Erklärung  zulässig  und  wie 
lautet  jetzt  die  Erklärung  des  grösseren  Verhältnisses? 

S.  170,  Z.  13  V.  u.  füge  bei:  „Von  jeder  für  die  Werthe  n  =  0,  1  •  •  •  nicht- 
endlichen Function  F^,  welche  also  dafür  entweder  die  obere  Grenze  -\- <X) 
oder  die  untere  —  oo  hat,  sagt  man  auch,  sie  habe  diese  Grenze  bei 
lim  n  =  -{-  oü." 

S.  173,  1.  Z.     „kleiner"  und  „grösser"  sind  zu  vertauschen. 

S.  177,  Z.  19.  Um  die  reellen  Zahlen  ohne  vorhergehende  geometrische  Er- 
klärung des  Products  zweier  Strecken  in  die  Geometrie  einzuführen,  bedarf 
man  gerade  der  Sätze  1) — 5)  S.  173  f. 

S.  182.  Nach  11)  schalte  die  Uebung  ein:  „Man  beweise  aus  den  Ungleichungen 
(d)  S.  175  direct  den  Satz,  dass,  wenn  den  Strecken  31,  93  bezüglich  der  Ein- 
heit E  die  Zahlen  a,  b  entsprechen,  dann  der  Strecke  Sl  gegenüber  der  Ein- 
heit 93  die  Zahl  a/b  zukommt." 

S.  213,  Note  2)  füge  bei:  a^=  e^'^ 

S.  215,  Z.  21  f.  Will  man  die  Ungleichung  (8)  ohne  Benutzung  von  Potenzen 
mit  nicht-ganzem  Exponenten  beweisen,  so  gebe  man  mit  Schlömilch  (Com- 
pendium  I.  S.  10)  der  Formel  3)  S.  186  die  Gestalt 


und  setze 


a">&"-^{5  +  w(a  — 6) 


a  =  1  +  — ,      &  =  1  -f 


n  n  —  1 

Aus  (8)  S.  216  folgt  dann  (7)  und  hieraus  durch  die  Bemerkung,  dass 

n  \         n) 

ist,  die  Formel  (9).  —  Vgl.  auch  Wulf  a.  a.  0. 

S.  216,  Note  2).     Statt  „seinen  Beweisen"  lies  „seinem  Beweise''. 

S.  238,  Z.  13  füge  zu:    Aus  dem  Satze  1)  folgt,  dass  die  Reihe  «o  "f"  ^i  ~f"  ' 
divergirt,  wenn  aus  ihr  sich  eine  unendliche  Folge  von  Gliedern  (1*)  heraus- 
heben lässt,  welche  eine  divergente  Reihe  bilden." 

S.  258,  Z.  3  V.  u.     Statt  n\  lies  in  Formel  (6)  r!. 

S.  264,  Z.  4  V.  u.     Statt  c^  lies  c. 

S.  292,  Z.  22.     Statt  |  a  |  —  ]  a'  1*   lies    { |  a  |  —  |  a'  | }  -. 

S.  349,  Z.  8.     Statt    „die  Längeneinheit  ....  ist"  lies    „man    die    drei   letzten 
Glieder  dieser  Proportion  durch  die  dritte  Zahl  dividiren  kann." 

S.  350.    In  der  zweiten  der  Formeln  (1)  lies  AB  ünx^^c  statt  BC  sina^c. 
S.  353,  Formel  (8),  2.  Zeile  soll  stehen:  sinma  =  m  cosa"'~^8ina —  u.  s.  w. 


SaclieiiYerzeicliiiiss. 

(Die  Zahlen  bedeuten  die  Seiten.  —  N.  =  Note). 


Abscisse  82,  175,  328.  —  Abscissenaxe  82.  —  Addition  5.  —  Additionstbeorem 
der  Binominalcoefficienten  262;  von  Sinus  und  Cosinus  343,  391. 

Aebnlichkeit,  einstimmige  332;  symmetrische  340.  —  Aequipollenz  der  Strecken 
4,  322  N.  3).  —  Aequivalenz  der  Flächen  4.  —  Aggregat  10. 

Anomalie  einer  Strecke  330.  —  Argument  199.  —  Ausdruck  5;  klammerloser  9. 
—  Axiom  des  Archimedes  100;  der  Vollständigkeit  117. 

Basis,  einer  Potenz  26,  185;   zu  einem  Logarithmus  211;   eines  Zahlensystemes 

294.  —  Beziehung  2.  —  Beziehungen,  simultane  6. 
Betrag,  absoluter  einer  rationalen  Zahl  63;   einer  irrationalen  Zahl  151;  einer 

gemeinen  complexen  Zahl  291;  einer  Quaternion  315;  eines  Vectors  330. 
Binom  10;  Binomialcoefficienten  187.  —  Biquadrat  185. 
Bruch,    absoluter  57,  74;    irreducibeler  oder  reducirter   57,  75;    systematischer 

endlicher  85,  unendlicher  157,  243;  unendlicher  periodischer  92. 

Casus  irreducibilis  291.  —  Charakteristik  213.  —  Coefficient  23,  278,  325. 
Componenten  oder  Coordinaten  einer  complexen  Zahl  278,  294.   —   Constante, 

Euler'sche  276. 
Convergenz   der  unendlichen  Keihen   227,  383;    absolute  (unbedingte),  relative 

(bedingte)  250,  386.  ~  Convergenzprincip  146,  162. 
Coordinaten,  rechtwinklige  328.  —  Correctur  einer  Decimalzahl  171.  —  Cosinus 

341,  391.  —  Cosinusreihe  391.  —  Cubus  einer  Zahl  26,  185. 

Decimalbruch  86.  —  Decimalzahl,  unvollständige  170.  —  Determinante  (der 
vorderen  und  hinteren)  Division  298. 

Differenz  5,  18.  —  Dignand  185.  —  Discriminante  einer  quadratischen  Glei- 
chung 290. 

Divergenz  der  unendlichen  Reihen  227,  383;  unbedingte  250,  387. 

Dividend  25.  —  Division  5;  Fourier's  geordnete  95;  vordere  und  hintere  297; 
einseitige  und  vollständige  299.  —  Divisor  25. 

Doppelreihen  241,  254,  390.  —  Doppel verhältniss  351.  —  Drehungsrichtung,  posi- 
tive 84,  329. 

Einheit  13;  imaginäre  oder  laterale  289.  —  Einheiten  einer  complexen  Zahl 
278,  294.  —  Einheitswurzeln  356.  —  Elementarreihe  147  N.  1). 
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Ergänzung,  Lamberfsche  einer  Wurzel  275.  —  Exhaustionsmethode  111.  — 
Exponent  einer  Potenz  185;  eines  Verhältnisses  131;  zu  dem  eine  Einheits- 
wurzel  gehört  357.  —  Exponentialfunction  214,  3ß4.  —  Exponentialreihe  258,  390. 

Factor  21.  —  Fehler  eines  Näherungswerthes ,  absoluter  und  relativer  170;  bei 
der  abgekürzten  Multiplikation  und  Division  181. 

Form,  lytische  41;  trigonometrische  einer  complexen  Zahl  342;  reducirte  eines 
Bruches  57;  unbestimmte  166.  —  Formel  2;  Moivre'sche  352.  —  Function, 
complexe  362;  convergente  146,  382;  eindeutige  140,  161,  199;  endliche  170; 
erzeugende  einer  irrationalen  Zahl  150;  ganze  200;  periodische  343;  rationale 
200.  —  Functionen,  trigonometrische  341.  —  Fundamentalreihe  146  N. 

Gegenzahl  77,  279.  —  Genauigkeit  einer  Decimalzahl  171.  —  Gesetz,  associatives 

16,  39;  commutatives  17,  40;  distributives  23,  45. 
Gleichheit  der  Vielecke  111.  —  Gleichung  2;  algebraische  70;  quadratische  290; 

reine  70;  vollkommene  358.  —  Glied  eines  Aggregats  10. 
Grenzen,  obere  und  untere,  einer  Function  von  n  167,  bei  lim  n  == -\- oo  169. 
Grenzwerth  einer  Function  von  w,  rationaler  92,  140;  reeller  162;   einer  com- 
plexen Function  von  n  362,  381.  —  Grenzwerthe  von  besonderen  Functionen 

einer  stetigen  Veränderlichen  257,  344,  393  Uebg.  4). 
Grösse  1;  indifferente  54;  inverse  oder  reciproke  54.  —  Grössen,  absolute  (im 

engern  Sinne)  100;  commensurable  und  incommensurable  105;  discrete  100. — 
.Grössen,  gleichartige  oder  homogene  2;    relative  117.  —  Grössenpaar  47.  — 

Grössensystem ,  commensurables ,  incommensurables  106;    stetiges  von   einer 

Dimension  113;  unstetiges  114.  —  Grössenverknüpfung  4. 
Grundsätze  von  Euclid  112  N.  3).  —  Grundzahl  eines  Zahlensystemes  29. 

Hauptwerth  des  Logarithmus  366;  der  Potenz  371;  der  m*^"  Wurzel  356;  der 
Quadratwurzel  290. 

Index  23  N.  2);  eines  Verhältnisses  131. 

Irrationalzahlen  erklärt  nach  Cantor  und  Meray  150;  nach  Dedekind  117;  nach 
Weierstrass  270;  — ,  algebraische  73,  155;  transcendente  155. 

Klammern  5. 

Lehrsatz,  binomischer  187,  263;  polynomischer  188;  pythagoreischer  336. 
Logarithmus,  gemeiner,  natürlicher  212,  365;  Neper'scher  212  N.  1).  —  Lücke 
eines  Grössensystemes  114.  —  Lysis  40;  angezeigte  (imaginäre)  51. 

Maass  einer  absoluten  Grösse  105.  —  Maasszahl  einer  absoluten  und  einer  re- 
lativen Grösse  105,  173.  —  Mantisse  213.  —  Minuend  18.  —  Mittel,  arith- 
metisches 38  N.  —  Mittelwerthsätze  179. 

Modul  einer  complexen  Zahl  291;  einer  Congruenz  97.  —  Modulus  einer  Mul- 
tiplication  282;  vorderer  und  hinterer  299;  doppelseitiger  301.  —  Modulus 
einer  Thesis  54;  eines  Logarithmensystemes  212,  —  Monom  10. 

Multiplicand,  Multiplicator  21.  —  Multiplication  5. 

Nebenwerth  einer  Quadratwurzel  290.  —  Neigung  eines  Vectors  330.  —  Nenner 
57,  74.  —  Nichtvorhandensein  eines  Grenzwerthes  bei  lim  n  =  -{-  oo  182.  — 
Norm  einer  complexen  Zahl  291;  einer  Quatemion  312.  —  Normale,  positive 
84,  330. 

Operation,  directe  (thetische)  und  inverse  (lytische)  37.  —  Ordinate  328. 
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Partialsumme  einer  Reihe   227,   383.  —  Periode  der  Exponentialfunction  364; 

des  Sinus  und  Cosinus  343. 
Polarcoordinaten  330.  —  Polynom  10. 
Potenz,  allgemeine  371;  ganze  positive  2G,  185;  mit  rationalem  Exponenten  201; 

mit  irrationalem  Exponenten  204;  natürliche  304.  —  Potenzreihe  257. 
Primzahl  33.  —  Primzahlen,  relative  32. 
Product  5,  21;   unendliches   255.   —  Proportion  125,  133,  340;  stetige  127.   — 

Proportionale,  vierte  128.  —  Proportionalen,  mittlere  224.  —  Proportionalität, 

gerade  und  verkehrte  224. 

Quadrat  einer  Zahl  26,  185.  —  Quadratwurzel  70,  290.  —  Quantit^  geo- 
metrique   (Cauchy)  322.  —  Quaternion  311;   conjugirte  312;  reciproke  315  N. 

—  Quotient  5,  25;  vollständiger  und  unvollständiger  25. 

Radicand  189.  —  Rechnungsarten  7,  9,  73.  —  Reihe,  reguläre  146  N.  —  Reihe, 
unendliche  227,  383;  alternirende  243;  binomische  260;  geometrische  228,  383; 
harmonische  235;  logarithmische  265.  —  Relation  2.  —  Rest  der  Division  25. 

—  Richtung,  positive  83,  329.  —  Richtungsfactor  342. 

Schnitt  eines  Grössensystemes  113.  —  Schranke,  obere  und  untere  einer  Func- 
tion von  n  167. 

Sexagesimalsystem  29.  —  Seite,  positive  einer  Richtung  330  N.  —  Sinus  341, 
391.  —  Sinusreihe  391.  —  Scala  82.  —  Scalar  einer  Quaternion  313.  —  Species 
7,  9,  13. 

Stammbruch  74.  —  Strecken  der  Geraden,  absolute  74,  107;  entgegengesetzte 
83,  323;  relative  82,  117.  —  Strecken  der  Ebene  322;  associirte  336;  con- 
jugirte 331.  —  Streckenrechnung  des  Cartesius  130.  —  Stufen  der  Rechnungs- 
arten 9. 

Subtraction  5.  —  Subtrahend  18.  —  Summe  5. 

Tensor  einer  Quaternion  315.  —  Theil,  genauer  der  Einheit  74;  einer  absoluten 
Grösse  103;  einer  relativen  119;  eines  Vectors  325.  —  Theiler,  grösster  ge- 
meinschaftlicher zweier  Zahlen  31.  —  Thesis  37.  —  Transformation  eines 
Zahlensystemes  297.  —  Trinom  10. 

Umkehrung  der  Sätze  10.  —  ünbestimmtheitsgrenzen  einer  Function  von  n  bei 
limw  =  -[-<X)  169.  —  Ungleichung  2,  5.  —  Untereinheit  74.  —  Unterschied 
5.  18. 

Vector,  ebener  3,  322.  —  Vector  einer  Quaternion  313.  —  Veränderliche  (reelle) 
140,  199;  stetige  200.  —  Verhältniss,  arithmetisches  121;  geometrisches  121; 
zusammengesetztes  129;  zweier  relativen  Strecken  133,  172;  zweier  ebenen 
Vectoren  337.  —  Vielfache,  gemeinschaftliche  von  mehreren  Zahlen  33.  — 
Vorzeichen  s.  Zeichen. 

Winkel,  absolute  109;  relative  329.  —  Winkelschnittsatz  136,  182.  —  Wurzel, 
m^"  absolute  189;  allgemeine  355. 

Zähler  57,  74.  —  Zahl,  absolute  gebrochene  57;  irrationale  151.  —  Zahl,  alge- 
braische 69,  155.  —  Zahl  complexe,   conjugirte  289;   gemeine  288;  mit  zwei 
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Einheiten  278;  mit  n  Einheiten  293.  —  Zahl,  dekadische  29;  ganze  62,  77; 
gerade  und  ungerade  31;  gemischte  59;  imaginäre  289;  incommensurable  130; 
indifferente  282;  irrationale  150;  Ludolph'sche  343;  natürliche  13;  negative 
und  positive  62,  77,  80,  151;  relative  rationale  61,  80;  reelle  150;  zusammen- 
gesetzte 33.  —  Zahl  des  Dreiecks  183;  des  w-Ecks  184;  des  Rechtecks  76, 
85,  182.  —  Zahlen,  entgegengesetzte  77;  ganze  congruente  97;  theilerfremde 
32.  —  Zahlenlinie  82,  172.  —  Zahlen -n-tupel  294  N.  —  Zahlenpaar  277.  — 
Zahlensystem  27;  dekadisches  29,  —  Zahlensystem,  complexes  associatives 
303;  mit  zwei  Einheiten  282;  mit  n  Einheiten  294. 

Zahlgrösse  8.  —  Zahlstrecke  117  N.  1). 

Zeichen  einer  ebenen  Fläche  84;  einer  rationalen  Zahl  63;  einer  reellen  156.  — 
Zeiger  s.  Index. 
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